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ВСТУП 

Методичні вказівки призначаються для надання допомоги студентам 

заочної форми здобуття освіти під час виконання контрольних робіт та 

індивідуальних завдань з дисципліни «Вища математика», організації 

самостійної роботи з курсу «Вища математика». 

Методичні вказівки містять робочу програму модуля, індивідуальні 

домашні завдання, варіанти підсумкового завдання і приклади його виконання. 

Зміст, повнота і рівень складності задач і прикладів, які запропоновані, 

відповідають рівню вимог до математичної підготовки студентів технічних 

спеціальностей заочної форми здобуття освіти. 

 

ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 

 

1 семестр 

Змістовий модуль 1.  Лінійна та алгебра та аналітична геометрія. 

Тема 1. Визначники і їх властивості. 

Тема 2. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Правило Крамера. 

Тема 3. Матриці та дії над ними. Обернена матриця. 

Тема 4. Матричний запис системи рівнянь. Теорема Кронекера-Капеллі. 

Тема 5. Поняття вектора. Лінійні операції над векторами. 

Тема 6. Скалярний, векторний та мішаний  добуток векторів. 

Тема 7. Системи координат на площині. Пряма на площині, її рівняння. 

Тема 8. Криві другого порядку: коло, еліпс, гіпербола, парабола. Їх властивості 

Тема 9. Площина. Різні види її рівнянь. Кут між площинами. Поверхні другого 

порядку. 

Тема 10. Пряма у просторі, різні види рівнянь прямої. Пряма та площина в 

просторі.  

Змістовий модуль 2. Диференціальне числення.  

Тема 11. Границя функції. Важливі границі. Неперервність функції. Точки 

розриву функції. 

Тема 12. Похідна функції. Правила диференціювання складної функції. Таблиця 

похідних. 

Тема 13. Похідна неявної, параметричної функції. Похідні вищих порядків. 

Тема 14. Теореми Ролля, Лагранжа, Коші, правило Лопіталя . 

Тема 15. Знаходження екстремуму функції .Опуклість, угнутість кривої, точки 

перегину. 

Тема 16. Асимптоти графіка функції. Загальна схема дослідження функцій. 

Тема 17. Функції багатьох змінних. Границя. Неперервність. Частинні похідні. 

Тема 18. Екстремум функції двох змінних. Найбільше та найменше значення 

функції в області. 

2 семестр 

Змістовий модуль 3. Інтегральне числення. 

Тема 19. Невизначений інтеграл.  Таблиця невизначених інтегралів. 

Безпосереднє інтегрування. 
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Тема 20. Основні методи інтегрування. Інтегрування підстановкою та 

частинами. 

Тема 21. Раціональні дроби і їх розкладання. Інтегрування раціональних дробів. 

Тема 22. Інтегрування тригонометричних виразів. Інтегрування  ірраціональних 

функцій. 

Тема 23. Визначений інтеграл та його обчислення. Заміна змінних у 

визначеному інтегралі.   

Тема 24. Геометричні застосування визначеного інтеграла.  

Тема 25. Механічні застосування визначеного інтеграла.  

Тема 26. Невласні інтеграли по нескінченному проміжку та від розривних 

функцій. 

Змістовий модуль 4. Диференціальні рівняння. 

Тема 27. Диференціальні рівняння І порядку. Рівняння з  відокремлюваними 

змінними. Рівняння, однорідні відносно змінних. Лінійні рівняння. Рівняння 

Бернуллі. 

Тема 28. Рівняння другого порядку. Три типи рівнянь, що припускають 

зниження порядку. 

Тема 29. Лінійні однорідні диференціальні рівняння П порядку. Поняття 

комплексного числа. 

Тема 30. Лінійні однорідні рівняння з сталими коефіцієнтами. 

Тема 31. Лінійні неоднорідні рівняння 2 порядку. Метод варіації довільних 

сталих. 

Тема 32. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння зі спеціальною правою 

частиною. 

Тема 33. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння зі спеціальною правою 

частин. 
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ЗМІСТОВИЙ МОДУЛЬ 1 

 

Контрольна робота №1 

Варіанти індивідуальних домашніх завдань 

Завдання 1.1 Розв’язати за допомогою метода Крамера та матричним методом 

систему лінійних рівнянь. Зробити перевірку. 

Завдання 1.2 Знайти власні числа і власні вектори матриці.  

Варіанти завдань 

Таблиця 1 

   Номер 

варіанта  
Система лінійних рівнянь 

   Номер 

варіанта  
Матриця 

11.01 








=−+

=−+

=+−

.19324

,143

,72

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.01 .

520

262

027

















−

−−

−

. 

11.02 








=++

=+−

=−+

.132

,12232

,75

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.02 
















−

−−

284

014

013

. 

11.03 








−=+

−=−+

=+−

.22

,3

,123

31

321

321

xx

xxx

xxx

 12.03 
















101

16221

2105

. 

11.04 








=−+

=−−

=−−

.232

,359

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.04 
















−

230

123

012

. 

11.05 








−=−−

=+−

=+

.1753

,1032

,52

321

321

21

xxx

xxx

xx

 12.05 
















−

−−

−

552

552

228

. 

11.06 








=+−

=−+

=+−

.32

,22

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.06 
















−

−

−

132412

101910

6127

. 

11.07 








=−+

=+−−

=++

.4359

,232

,723

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.07 
















−

−

302

131

051

. 

11.08 








=−+

=−+

=++

.13356

,9232

,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.08 
















−

−

−

496

375

254

. 
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11.09 








=++

=−−

=+

.622

,53

,253

321

321

31

xxx

xxx

xx

 12.09 
















−

−

−

101

202

012

. 

11.10 








=+−

=+

=++

.145

,33

,452

321

31

321

xxx

xx

xxx

 12.10 
















011

101

110

. 

11.11 








=++

=+−

=−+

.182

,1123

,32

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.11 
















−

−

120

230

795

. 

11.12 








=−−

=++

=−+

.435

,18

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.12 
















−

−−

−

020

212

022

. 

11.13 








=−+

=++

=+−

.222

;1

;5325

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.13 
















−

−

−

776

874

431

. 

11.14 








=−+

−=+−

=++

.772

,33

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.14 
















0131

010

470

. 

11.15 








=−

=−−

=+

.1310

,14163

,952

32

321

31

xx

xxx

xx

 12.15 
















−−

−

−

201

335

212

. 

11.16 








=−+

=−−

=−+

.65

,104

,232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.16 
















−

−

−

300

131

041

. 

11.17 








=−+

−=+−

=+−

.1332

,54

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.17 
















−

−−

120

010

112

. 

11.18 








=−−

=−

=−+

.3795

,43

,742

321

32

321

xxx

xx

xxx

 12.18 
















−−

−

−

841

1362

331

. 

11.19 








=−+

=+−

=+

.1454

,223

,52

321

321

21

xxx

xxx

xx

 12.19 
















−

212

010

121

. 
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11.20 








=++−

=−−

=++

.134

,1469

,5243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.20 
















−

−

111

012

200

. 

11.21 








=+−

=−−

=+

.932

,2245

,146

321

321

31

ххх

ххх

хх

 12.21 
















−

−

212

043

010

. 

11.22 








−=−

=+

=++

.1610

,952

,81635

32

31

321

xx

xx

xxx

 12.22 
















−−

−

111

010

133

. 

11.23 








=−+

=−−

=+−

.1323

,73215

,26

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.23 
















380

110

115

. 

11.24 








=−−

=++

=−−

.1972

,765

,83

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.24 
















−−

−−

−

124

222

421

. 

11.25 








=+−

=+−

=−+

.1132

,14723

,94

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.25 
















−

−

−

504

941

754

 

11.26 








=−−

=+−

=−+

.71072

,1295

,593

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.26 
















−

−

121

101

365

. 

11.27 








=++

=−−

=+

.4653

;12

;26

321

321

31

xxx

xxx

xx

 12.27 
















−

−

132412

101910

007

. 

11.28 








=−−

=++

=++

.9572

,4293

,722

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.28 
















130

750

2381

. 

11.29 








=++

=+−

=+−

.72

,3985

,323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.29 
















100

002

023

. 
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11.30 








=++−

=+−

=−+

.11322

,823

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.30 
















−

−

121

101

365

. 

 

Завдання 1.3 Задано координати вершин піраміди А1, А2, А3, А4 (таблиця 2). 

Засобами векторної алгебри знайти: 

1) довжину ребра А1А2; 

2) кут між ребрами  А1А2  і  А1А4;  

3) проекцію вектора 31 АА  на вектор 41 АА ; 

4) площу грані А1А2А3 ; 

5) об’єм піраміди.  

Варіанти завдань 

Таблиця 2 

   Номер 

варіанта 
А1 А2 А3 А4 

13.01 (6;6;5) (4;9;5) (4;6;11) (6;9;3) 

13.02 (1;2;3) (2;0;0) (3;2;5) (4;0;0) 

13.03 (6;1;5) (5;1;0) (-4;1;-2) (-6;0;5) 

13.04 (3;6;7) (2;4;3) (7;6;3) (4;9;3) 

13.05 (7;9;6) (4;5;7) (9;4;4) (7;5;3) 

13.06 (2;0;0) (-2;0;-1) (0;2;7) (1;5;0)    

13.07 (1;8;2) (5;2;6) (5;7;4) (4;10;9) 

13.08 (6;6;2) (5;4;7) (2;4;7) (7;3;0) 

13.09 (7;2;2) (5;7;7) (5;3;1) (2;3;7) 

13.10 (3;1;4) (-1;6;1) (-1;1;6) (0;4;-1) 

13.11 (7;7;3) (6;5;8) (3;5;8) (8;4;1) 

13.12 (4;4;10) (4;10;2) (2;8;4) (9;6;9) 

13.13 (2;0;0) (-2;0;-1) (1;4;2) (3;0;6) 

13.14 (3;9;8) (0;7;1) (4;1;5) (4;6;3) 

13.15 (-2;0;2) (0;0;4) (3;2;5) (-1;3;2) 

13.16 (1;2;6) (4;2;0) (4;6;6) (6;1;1) 

13.17 (-2;1;0) (3;2;7) (2;2;5) (6;1;5) 

13.18 (4;6;5) (6;9;4) (2;10;10) (7;5;9) 

13.19 (-1;3;0) (2;0;0) (4;-1;2) (3;2;7) 

13.20 (1;-2;l) (0;0;4) (1;4;2) (2;0;0) 

13.21 (1;-1;6) (-5;-1;0) (4;0;0) (2;2;5) 

13.22 (0;4;-1) (3;1;4) (-1;6;1) (-1;1;6) 

13.23 (8;5;8) (3;3;9) (6:9; I) (1;7;3) 

13.24 (3;5;4) (8;7;4) (5;10;4) (4;7;8) 

13.25 (6;4;8) (3;5;4) (5:8:3) (1;9;9) 

13.26 (8:6;4) (10;5;5) (5;6;8) (8;10;7) 

13.27 (6;9;2) (9;5;5) (-3;7;1) (5;7;8) 
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13.28 (3;0;6) (1;-3;2) (3;2;5) (2;2;5) 

13.29 (5;8;2) (3;5;10) (3;8;4) (5:5;4) 

13.30 (10;6;6) (-2;8;2) (6;8;9) (7;10;3) 

 

Завдання 1.4 Задано координати вершин трикутника  АВС  (таблиця 3). 

Методами аналітичної геометрії  

1) скласти рівняння сторони  АВ; 

2) скласти рівняння висоти, проведеної з вершини  С;  

3) обчислити довжину висоти, проведеної з вершини  С; 

4) знайти площу трикутника; 

5) знайти внутрішній кут трикутника при вершині  А.    

Варіанти завдань 

Таблиця 3 

Номер 

варіанта 
А В С 

 
Номер 

варіанта 
А В С 

14.01 (-2;-5) (6;2) (0;0) 14.16 (2;-1) (-2;-3) (-6;4) 

14.02 (2;0) (7;2) (0;5) 14.17 (5;-8) (3;-2) (-3;-6) 

14.03 (1;2) (3;8) (-4;-I) 14.18 (8;-2) (-6;-5) (0;4) 

14.04 (4;4) (1;-3) (9; 0) 14.19 (7;5) (3;2) (4;0) 

14.05 (5;6) (7;2) (-6; 0) 14.20 (3;-7) (6;0) (1;1) 

14.06 (-6;-4) ( -1;2) (6;1) 14.21 (5;3) (-1;-2) (-3;7) 

14.07 (-3;1) (-1;7) (I2;6) 14.22 (3;1) (-2;8) (-5;3) 

14.08 (-2;-б) (-6;-3) (10;-1) 14.23 (9;2) (-5;7) (0;-3) 

14.09 (-2;1) (1;3) (4;-5) 14.24 (-3;-3) (3;1) (-1;4) 

14.10 (2;-4) (-2;-1) (4; I) 14.25 (-2;-6) (0;0) (3;-2) 

14.11 (2;-1) (8;7) (-10;4) 14.26 (7;9) (-2;0) (-3;2) 

14.12 (5;-3) (1;0) (7;2) 14.27 (-2; 0) (-4;-7) (5;5) 

14.13 (4;-б) (2;2) (-2;-1) 14.28 (-6;-3) (-4; 3) (9;2) 

14.14 (3;4) (-1;7) (-4;0) 14.29 (0;0) (2;6) (7;2) 

14.15 (1;-2) (7;6) (0;2) 14.30 (-1;3) (1;9) (4;7) 
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Завдання 1.5 Привести рівняння лінії (таблиця 4) до канонічної форми, 

побудувати цю лінію і в залежності від отриманого результату знайти:  

1) координати  центра кола і його радіус; 

2) координати фокусів, довжини  осей і ексцентриситет еліпса;  

3) координати фокусів, довжини осей і ексцентриситет гіперболи та записати 

рівняння її асимптот; 

4) координати вершини і фокусу параболи, величину параметра, записати рівняння її 

директриси.   

Варіанти завдань 

Таблиця 4 

Номер 

варіанта 
Рівняння  

 

Номер 

варіанта 
Рівняння 

15.01 05422 =−++ yyx  15.16 01263 22 =−++− yxyx  

15.02 0784 2 =++− yxx  15.17 098622 =+−−+ yxyx  

15.03 03673290169 22 =−++− yxyx  15.18 0382 2 =+−+ yxy  

15.04 025684 22 =−−−− yxyx  15.19 013824 22 =+−−− yxyx  

15.05 029462 =+−− yxx  15.20 04081422 =+−−+ yxyx  

15.06 016222 =+−++ yxyx  15.21 0842 2 =−−+ yxy  

15.07 0111664 22 =−++− yxyx  15.22 011463 22 =−−−+− yxyx  

15.08 011161849 22 =−+++ yxyx  15.23 011610018259 22 =−+−+ yxyx  

15.09 03212834 22 =−+−+ yxyx  15.24 01284 22 =+−− yyx  

15.10 010822 =++− yxy  15.25 09183095 22 =++−+ yxyx  

15.11 0142827 22 =++− xyx  15.26 0842 2 =−−+ yxy  

15.12 0642 2 =+++ yxy  15.27 02381849 22 =−−−+ yxyx  

15.13 09183095 22 =++−+ yxyx  15.28 03212834 22 =−+−+ yxyx  

15.14 06836894 22 =−−−− yxyx  15.29 031150642516 22 =−−++ yxyx  

15.15 034102 =−−− yxx  15.30 066222 =−+−+ yxyx  

 

Завдання 1.6 Задано координати вершин піраміди А1, А2, А3, А4 (відповідні 

координати вершин взяти з таблиці 2.). Потрібно : 

1) скласти рівняння сторони  А1 А2  ; 

2) скласти рівняння площини  А1  А2  А3 ; 
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3) записати рівняння висоти з вершини А4 на грань  А1 А2 А3 ; 

4) знайти кут між ребром А1 А4  і гранню А1  А2  А3 .   

 

Зразки виконання індивідуальних домашніх завдань 

Приклад 1 Розв’язати за допомогою метода Крамера та матричним 

методом систему лінійних рівнянь 1 2

1 2

5 2 23

8 3 12

x x

x x

− =


+ =
. Зробити перевірку. 

Розв’язання. 

Для розв’язання системи за правилом Крамера треба обчислити 

визначники: 

5 2
15 16 31

8 3

−
 = = + = , 1 2

23 2 5 23
69 24 93, 60 184 124

12 3 8 12
x x

−
 = = + =  = = − = − . 

Тоді 
1 2

1 2

93 124
3, 4.

31 31

x x
x x

  −
= = = = = = −

 
 

За допомогою оберненої матриці розв’язок системи треба шукати за 

формулою  1 ,X A B−=    де .
12

23
,

38

25








=







 −
= BA  

Знайдемо обернену матрицю системи 
11 211

12 22

1
,

A A
A

A A

−  
=  
  

 31 =  (див. 

попередній приклад). 
1 1

11 ( 1) 3 3,A += −  =         
2 1

21 ( 1) ( 2) 2,A += −  − =  
1 2

12 ( 1) 8 8,A += −  = −       
2 2

22 ( 1) 5 5.A += −  =  

3 2 23 3 23 2 12 93 3  31 1 1
, .

8 5 12 8 23 5 12 124 4 431 31 31
X X

 +            
=  = = = =           

− −  +  − − −           
 

Під час розв’язання першим і другим способами отримані однакові 

результати. 

Перевірка:    
( )

( )



=−−

=−−

;124338

,234235
    





=

=

.1212

,2323
 

Зауваження: якщо робиться перевірка СЛАР то обов’язково треба 

перевіряти всі рівняння. 

Відповідь:   




−=

=

.4

,3

2

1

x

x
 

Приклад 2 Розв’язати за допомогою метода Крамера та матричним 

методом систему лінійних рівнянь  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3 2 2,

4 5 2 1,

5 6 4 3.

x x x

x x x

x x x

− + =


− + =
 − + =

 Зробити перевірку. 

Розв’язання.  

Для розв’язання системи за правилом Крамера треба обчислити 

визначники: 
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3 1

3 3 2 0 3 2 0 3 2
3 2

4 5 2 1 5 2 0 1 2 ( 1) ( 1) ( 1)(6 2) 4
1 2

5 6 4 1 6 4 1 6 4

+

− − −
−

 = − = − − = − = − − = − − = −
−

− − − − −

, 

2 1

1

2 2

2

2 3

3

2 3 2 0 7 2
7 2

1 5 2 1 5 2 ( 1) 1 ( 1)( 14 ( 18)) 4,
9 2

3 6 4 0 9 2

3 2 2 5 0 2
5 2

4 1 2 4 1 2 ( 1) 1 (10 14) 4
7 2

5 3 4 7 0 2

3 3 2 5 7 0
5 7

4 5 1 4 5 1 ( 1) 1 ( 1)( 45 ( 49)) 4   
7 9

5 6 3 7 9 0

x

x

x

+

+

+

− −
−

 = − = − = − = − − − − = −
−

− −

− −
− −

 = = = − = − = −
− −

− −

− −
−

 = − = − = − = − − − − = −
−

− −

 

Тоді 
31 2

1 2 3

4 4 4
1,      1,      1.

4 4 4

xx x
x x x

 − − −
= = = = = = = = =

 −  −  −
 

За допомогою оберненої матриці розв’язок системи треба шукати за 

формулою  1 ,X A B−=     де   

3 3 2 2

4 5 2 ,      1 .

5 6 4 3

A B

−   
   

= − =   
   −   

 

Знайдемо обернену матрицю системи  

11 21 31

1

12 22 32

13 23 33

1
,     4

A A A

A A A A

A A A

−

 
 

=    


 = −



 (див. 

попередній приклад). 

1 1

11

5 2
( 1) 8,

6 4
A +

−
= − = −

−
       

2 1

21

3 2
( 1) 0,

6 4
A +

−
= − =

−
         

3 1

31

3 2
( 1) 4,

5 2
A +

−
= − =

−
 

1 2

12

4 2
( 1) 6,

5 4
A += − = −          

2 2

22

3 2
( 1) 2,

5 4
A += − =           

3 2

32

3 2
( 1) 2,

4 2
A += − =  

1 3

13

4 5
( 1) 1,

5 6
A +

−
= − =

−
           

2 3

23

3 3
( 1) 3,

5 6
A +

−
= − =

−
        ( ) 3

54

33
1

33
33 −=

−

−
−=

+
A . 

8 0 4 2 1( 8) 2 0 1 4 3 4 1
1 1 1

6 2 2 1 ,      1( 6) 2 2 1 2 3 4 1
4 4 4

1 3 3 3 11 2 3 1 ( 3) 3 4 1

X X

− −  +  +  −          
          

= −  = = = =−  +  +  −          − − −          −  +  + −  −          

. 

Під час розв’язання першим і другим способами отримані однакові 

результати. 
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Перевірка:   









=+−

=+−

=+−

;3141615

,1121514

,2121313

   









=

=

=

.33

,11

,22

   

Зауваження: якщо робиться перевірка СЛАР то обов’язково треба 

перевіряти всі рівняння. 

Відповідь:  









=

=

=

.1

,1

,1

3

2

1

x

x

x

 

Приклад 3 Знайти власні числа і власні вектори матриці 

















−

−

−

=

134

121

112

A . 

Розв’язання. Знайдемо характеристичне рівняння матриці 

0

134

121

112

=

−−

−−

−−







. 

Обчисливши детермінант, одержимо рівняння 03 32 =−  , корені якого 

.3,0 321 ===   Отже, власні числа матриці А: .3,0 321 ===   Підставимо по 

черзі значення   в характеристичне рівняння матриці  А  та знайдемо розв’язки 

цієї системи. Це будуть власні вектори матриці А. 

1)  3=3.            

( )

( )

( )







=+−+

=−−+

=+−−

;03134

,032

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

         









=−+

=−−

=+−−

.0434

,0

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Головний детермінант системи  0= .  Розв’язання цієї системи зводиться 

до розв’язання однорідної системи двох лілійних рівнянь з трьома невідомими: 





=−−

=+−−

0

,0

321

321

xxx

xxx
    або      





=−−

=−+

,0

,0

321

321

xxx

xxx
  матриця коефіцієнтів якої має 

вигляд  








−−

−

111

111
. Її розв’язок знайдемо за правилом: 

ttx 2
11

11
1 −=

−−

−
= ,     ttx =

−

−
−= 0

11

11
2 ,     ttx 2

11

11
3 −=

−
= . 

Власний вектор ( )3 2 ; 0; 2c t t= − − , де  t – параметр. 

2) 021 ==  .     

( )

( )

( )







=+−+

=−−+

=+−−

;00134

,002

,002

321

321

321

xxx

xxx

xxx

      









=−+

=−+

=+−

.034

,02

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Головний детермінант системи 0= . Розв’язання цієї системи зводиться 

до розв’язання однорідної системи двох лілійних рівнянь з трьома невідомими: 
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=−+

=+−

,02

,02

321

321

xxx

xxx
 матриця коефіцієнтів якої має вигляд  









−

−

121

112
. 

Її розв’язок знайдемо за правилом: 

ttx −=
−

−
=

12

11
1 ,     ttx =

−
−= 3

11

12
2 ,     ttx 5

21

12
3 =

−
= . 

Власний вектор  ( )1 2 ; 3 ; 5c c t t t= = − , де  t  – параметр. Це другий власний 

вектор матриці А. 

Відповідь:  ( )1 2 ; 3 ; 5c c t t t= = − ,  ( )3 2 ; 0; 2c t t= − − ,  де  t  – параметр. 

Приклад 4 Обчислити довжину вектора AB , якщо відомі координати 

точок його початку і кінця: ( )3; 2; 1A −  та ( )4; 4; 5B − . 

Розв’язання. 

( ); ;x y zAB a a a= . Значить 4 3xa = − , 4 ( 2)ya = − − − , 5 1za = − . Тому ( )1; 2; 4 .AB = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2

1 2 4 21x y zAB a a a= + + = + − + = . 

Приклад 5 Обчислити внутрішній кут трикутника ABC  при вершині B , 

якщо ( )5;5;5A , ( )2;5;1B , ( )6;5;4C . 

Розв’язання. ( )cos  
BA BC

B
BA BC


 =


. 

Знайдемо довжини векторів BA  і BC : 

( ) ( )3;0;425;55;15 =−−−=BA ,   2 2 24 0 3 25 5BA = + + = = ; 

( ) ( )4;0;326;55;14 =−−−=BC ,   5403 222 =++=BC . 

Знайдемо скалярний добуток векторів 24430034 =++=BCBA . 

Таким чином, ( )
24 24

cos  0,96
5 5 25

BA BC
B

BA BC


 = = = =


,  arccos 0,96B = . 

Приклад 6 Обчислити проекцію вектора АB  на вектор АC , якщо 

( )5;5;5A , ( )2;5;1B , ( )6;5;4C . 

Розв’язання.   
AC

AB AC
np AB

AC


= . 

Знайдемо довжину вектора AС  і скалярний добуток векторів AB AC :

( ) ( )4 5; 5 5; 6 5 1; 0;1АC = − − − = − , 2 2 2( 1) (0) (1) 2АC = − + + = , ( ) ( )1 5; 5 5; 2 5 4; 0; 3АВ = − − − = − − ,

( 4) ( 1) 0 0 ( 3) 1 1AB AC = −  − +  + −  = .  

Остаточно будемо мати: 
1

  
2

AC
np AB = . 

Приклад 7 Обчислити площу трикутника АВС, якщо ( )1;2;1 −A , ( )4;0;0B , 

( )2;4;1C . 
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Розв’язання. 
1

2
АВСS AB AC=  . 

Знайдемо координати векторів ( )( ) ( )0 1; 0 2 ; 4 1 1; 2; 3AB = − − − − = −  і 

( )( ) ( )1 1; 4 2 ; 2 1 0; 6;1AC = − − − − = . 

Знайдемо векторний добуток векторів AB  і AC : 

2 3 1 3 1 2
1 2 3 16 6

6 1 0 1 0 6
0 6 1

i j k

AB AC i j k i j k
− −

 = − =  −  +  = − + − , 

 тобто ( )16;1; 6AB AC = − − ;  ( ) ( )
2 2216 1 6 256 1 36 293AB AC = − + + − = + + = . 

Таким чином, 293
2

1
=ABCS  (кв.од.). 

Приклад 8 Обчислити об’єм піраміди АВСD, якщо ( )1;1;1 −A , ( )4;5;4B , 

( )1;2;2 −C , ( )3;1;3D . 

Розв’язання. 

Мішаним добутком векторів є число, яке дорівнює об’єму паралелепіпеда, 

побудованого на цих векторах, а об’єм піраміди дорівнює шостій частині цього 

паралелепіпеда:  

ADACABV =
6

1
. 

Знайдемо координати векторів AB , AC , AD : 

( )( ) ( )4 1; 5 1 ; 4 1 3; 6; 3AB = − − − − = ,                    ( )( ) ( )2 1; 2 1 ; 1 1 1; 3; 2AC = − − − − − = − , 

( )( ) ( )3 1; 1 1 ; 3 1 2; 2; 2AD = − − − − = . 

18

222

231

363

−=−=ADACAB ;       1818 =−=ADACAB . 

Таким чином, 318
6

1
==V  (куб.од.). 

Приклад 9 Задані координати вершин трикутника АВС:  А(3;-2),  В(1;4),  

С(-2;1). Методами аналітичної геометрії  

1) скласти рівняння сторони АВ; 

2) скласти рівняння висоти, проведеної з вершини С;  

3) обчислити довжину висоти СD; 

4) знайти площу трикутника; 

5) знайти внутрішній кут трикутника при вершині А. 

Розв’язання. 

1) Запишемо рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки  А(х1,у1)  

и В(х2,у2) :    1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

− −
=

− −
. Для А(3;-2), В(1;4) маємо:  
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( )

( )
( )

23 3 2
3 3 2 3 7 0

1 3 4 2 2 6

yx x y
x y y x

− −− − +
=  =  − − = +  + − =

− − − −
 – загальне рівняння 

прямої АВ; 73 +−= xy  – рівняння прямої АВ  з кутовим коефіцієнтом , 3−=ABk

. 

2) Складемо рівняння прямої  C AB⊥ . 

З умови перпендикулярності прямих 
1

C

AB

k
k

= −    
1

3
Ck = . Запишемо 

рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, яка проходить через точку С(x0;y0): 

)( 00 xxkyy −=− .  

Для С(-2;1) маємо: )2(
3

1
1 +=− xy , тобто 053 =+− yx  – загальне рівняння 

прямої C AB⊥ . 

3) Довжину висоти Ch  з точки С знайдемо як відстань від точки С(x0;y0) до 

прямої АВ за формулою 
22

00

BA

CByAx
d

+

++
= , де 0=++ CByAx  – рівняння 

прямої АВ. 

2 2

3 ( 2) 1 7 12 6 10

5103 1
Ch d

 − + −
= = = =

+
 (од.). 

4) Площа трикутника дорівнює половині добутку довжини сторони на 

довжину висоти, яка опущена на цю сторону: 
1

2
ABC CS AB h=  .  

Довжину сторони АВ знайдемо за формулою  

( ) ( )22
ABAB yyxxAB −+−= . 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 10240364622431
2222

==+=+−=−−+−=AB . Тоді 

12
5

106
102

2

1
==ABCS  ( кв. од.). 

5) Тангенс кута  – кута між прямими  АB і AС знайдемо за формулою 

1

AC AB

AC AB

k k
tg

k k


−
=

+ 
. 

3ABk = − ;  
1 ( 2) 3

2 3 5

C A
AC

C A

y y
k

x x

− − −
= = = −

− − −
    

( )

3
( 3)

65
3 7

1 3
5

tg
− − −

= =
 

+ −  − 
 

,   
6

41
7

arctg =  . 

Приклад 10 Лінія на площині задана загальним рівнянням 

0100364094 22 =++−+ yxyx . Привести рівняння до канонічного виду і 

побудувати цю лінію. 

Розв’язання. Згрупуємо доданки рівняння з відповідними змінними: 

0145544094 22 =++−+ yxyx    ( ) ( ) 0145549404 22 =+++− yyxx    

  ( ) ( ) 014569104 22 =+++− yyxx    ( ) ( ) 0145329524 22 =+++− yyxx    
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 ( ) ( ) 01453332955524 222222 =+−+++−+− yyxx     

  ( )( ) ( )( ) 01453332955524 222222 =+−+++−+− yyxx    

  ( )( ) ( )( ) 01459392554
22

=+−++−− yx     

 ( ) ( ) 0145813910054
22

=+−++−− yx    ( ) ( ) 363954
22
=++− yx .  

Розділивши обидві частини останнього рівняння на 36, 

отримаємо рівняння еліпса 

 

( ) ( )
2 2

5 3
1

9 4

x y− +
+ =  

 

з центром в т. ( )3;51 −O , піввісі якого  3=a   і  2=b .  

 

Приклад 11 Задана піраміда, координатами вершин якої є точки  А1(3;-4;2),  

А2(4;1;-3), А3(2;-1;-2), А4  (-1;2;1). Потрібно: 

1) скласти рівняння ребра А1А2; 

2) скласти рівняння площини А1А2 А3;  

3) скласти рівняння висоти, яку проведено із вершини А4, на площину 

А1А2А3; 

4) обчислити кут між ребром А1А4 і гранню А1А2 А3.   

Розв’язання.    

1) Запишемо рівняння прямої, що проходить через дві точки А(х1,у1,z1) і 

В(х2,у2, z2) : .
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
 Для А1(3;-4;2),  А2(4;1;-3) маємо: 

( )
( ) 23

2

41

4

34

3

−−

−
=

−−

−−
=

−

− zyx
   .

5

2

5

4

1

3

−

−
=

+
=

− zyx
 

2) Рівняння площини, що проходить через три задані точки: ( )1111 ;; zyxA , 

( )2222 ;; zyxA , ( )3333 ;; zyxA , знаходять за формулою 

0

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

Підставимо координати заданих точок: 

0

424132

234134

243

=

+−+−−

−−+−

−+− zyx

;       0

231

551

243

=

−

−

−+− zyx

. 

Запишемо розвинення визначника за елементами першого рядку: 

0
31

51
)2(

21

51
)4(

23

55
)3( =

−
−+

−

−
+−

−
− zyx ; 

0)2(8)4(3)3(25 =−+++− zyx ; 

0798325 =−++ zyx  - рівняння площини А1А2А3. 
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3) Канонічні рівняння прямої, що проходить через задану точку 

( )000 ;; zyxM  з напрямним вектором ( ); ;l m n p= , має вигляд  

p

zz

n

yy

m

xx 000 −
=

−
=

−
. 

Використавши умову перпендикулярності прямої та площини, маємо, що 

нормальний вектор до площини А1А2А3  ( )25; 3; 8n =  буде напрямним вектором 

шуканої прямої, яку проведено із вершини А4 перпендикулярно площині А1А2А3, 

тобто ( ) ( ); ; 25; 3; 8l m n p= = , тоді рівняння висоти має вигляд: 

8

1

3

2

25

1 −
=

−
=

+ zyx
. 

4) Знаходимо кут між ребром А1А4  і гранню А1А2А3 за формулою  

222222
sin

pnmCBA

CpBnAm

++++

++
= . 

Запишемо рівняння прямої А1А4: 
3 4 2 3 4 2

1 3 2 ( 4) 1 2 4 6 1

x y z x y z− + − − + −
= =  = =

− − − − − − −
 

Так як нам відомі нормальний вектор до площини ( ) ( ); ; 25; 3; 8n A B C= =  і 

напрямний вектор прямої ( ) ( ); ; 4; 6; 1l m n p= = − − , маємо 

.47,0
53698

90

13616649625

)1(863)4(25
sin =


=

++++

−++−
=  

 

 

ЗМІСТОВИЙ МОДУЛЬ 2 

 

Контрольна робота №2 

Варіанти індивідуальних домашніх завдань 

Завдання 2.1 Знайти границі функцій. 

Варіант 21.01 

1. 
xx

xxtg
im

x 350 coscos

3

−→
 . 2. 

2

2

273

456

xx

xx
im

x −−

++

→
 . 

3. ( )xxxim
x

83 22 −−+
+→

 . 
4. 

2

1

1 22

32
−

→









+

+
x

x x

x
im  

Варіант 21.02 

1. 
x

xx
im

x 2cos1

sin4

0 −→
 . 2. 

732

6542
23

23

+++

−++

→ xxx

xxx
im

x
 . 

3. ( )232 ++−
+→

xxxim
x
 . 

4. 

3

2

2

2

5
−

→









+

−−
x

x xx

xx
im . 
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Варіант 21.03 

1. 
273

456
2

2

−+

++

→ xx

xx
im

x
 . 2. 

12

4

2
1

−

→









+
−

x

x x
im . 

3. 
x

x
im

x 3sin

4cos1
20

−

→
 . 4. ( )xxxim

x
793 2 −−

+→
  

Варіант 21.04 

1. ( )xxxim
x

22 +−
+→

 . 

2. 
x

x x

x
im

1

0 27

27









+

+

→
 . 

3. 
x

x
im

x 25

74

−

−

→
 . 4. .

2

6cos4cos
20 xarctg

xx
im

x

−

→
  

Варіант 21.05 

1. .
3

2sin5

0 xtg

x
im

x→
  2. 

104

58
2

32

++

+−

→ xx

xx
im

x
 . 

3. ( )xxxim
x

−+
→

42 . 
4. 

x

x x
im

31

13

2
1

−

→









−
−  

Варіант 21.06 

1. ( )xxxim
x

24 2 −+
+→

 . 

2. 
x

x
tg

im
x sin

2
2→

 . 

3. 
925

843
34

23

−+

++

→ xx

xx
im

x
 . 4. 

x

x x

x
im

3

23

23









+

−

→
  

Варіант 21.07 

1. 
x

xx
im

x 2

5sin3sin

0

−

→
 . 2. 

x

x x

x
im

2

2

1









−

+

→

 . 

3. ( )xxxxim
x

−−++
+→

22 1 . 
4. .2

21

3 1

4

4









−

−→

x

x x

x
im  

Варіант 21.08 

1. ( )xxxim
x

−++
+→

562 . 2. 
xtgx

x
im

x 2

3sin2
2

3

0→
 . 

3. 
x

x x

x
im

2

1

0 31

51









−

−

→
  

4. 
52

45

421

343

xx

xx
im

x −−

+−

→
  

Варіант 21.09 

1. 
2

2

356

271

xx

xx
im

x +−

+−

→
 . 2. 

2

3sin

2
0 x

tg

xx
im

x→
 . 

3. 
x

x x
im

8

1

0 1

1









+→
 . 

4. ( ).32 xxxim
x

−+
+→
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Варіант 21.10 

1. .
142

235
2

2

++

+−

→ xx

xx
im

x
  2. 

xtg

x
im

x 6

3cos1
20

−

→
 . 

3. ( ) 2

2
32 −

→
− x

x

x
xim . 4. ( ).93 2 xxxim

x
−−

+→
  

Варіант 21.11 

1. .
2

3cos7cos
20 x

xx
im

x

−

→
  2. 

23

52

12
−

→









+

−
x

x x

x
im . 

3. ( )xxxim
x

82 −−
+→

 . 
4. 

( ) ( )
7

2332
5

3

+

−+

+→ x

xx
im

x
  

Варіант 21.12 

1. 
2

3

32

12
+

+→









+

+
x

x x

x
im . 

2. .
sin

3cos1

0 xx

x
im

x

−

→
  

3. 
32

3

432

18

xx

xx
im

x ++

++

→
 . 4. ( )562 ++−

+→
xxxim

x
  

Варіант 21.13 

1. 
2

2

23

32

x

xx
im

x −

+−

→
 . 2. .

2sin5

3arcsin
20 x

x
im

x→
  

3. .
5

2 x

x x

x
im 







 +

→
  

4. ( )xxxim
x

42 −−
+→

  

Варіант 21.14 

1. 

2

3sin2 2

0 x
tgx

x
im

x→
 . 

2. 
3

2

2

2

2

1
+

→







 +
x

x x

x
im . 

3. 








−
+

+→ 5

51

31

2
3

x

x
im x

x
 . 

4. ( )xxxim
x

4389 22 +−+
+→

  

Варіант 21.15 

1. 
( )( )

72

21
2 ++

++

→ xx

xx
im

x
 . 2. 








−

→ x

x

x

x
im

x 2

3sin2sin4

0
 . 

3. ( )xxxxim
x

845 22 +−++
+→

  

4. 
2

1

13

23
+

→









+

+
x

x x

x
im  

Варіант 21.16 

1. ( )xxxim
x

−+
+→

52 . 
2. .

23

34 2

13 −

→









+

+
x

x x

x
im  

3. 
3

3

31

74

xx

x
im

x +−

+

+→
  4. 

20 5

2arcsin

xx

x
im

x +→
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Варіант 21.17 

1. 
7315

114
3

2

+−

−−

→ xx

xx
im

x
 . 

2. 
2

1

32

2
−

→









+

x

x x

x
im . 

3. 
xx

xx
im

x 6sin

7cos3cos

0

−

→
 . 4. ( )xxxxim

x
−−−+

+→

22 12 . 

Варіант 21.18 

1. ( )323 +−−
+→

xxim
x
 . 

2. ( )
x

xtgim
x 3sin

2
31 2

0
+

→
 . 

3. 
32

3

5

18

xx

x
im

x +

−

→
 . 4. 

xtg

x
im

x 3

2cos1
20

−

→
 . 

 Варіант 21.19 

1. ( )x

x
xtgim

2

0
51+

→
 . 2. 









+
−

−→ 2343

2

2

3

x

x

x

x
im

x
 . 

3. 

2
cos1

cos1

0 x

x
im

x

−

−

−→
  4. 

6

23
2

22

2 −−

++

−→ xx

xxx
im

x
 . 

Варіант 21.20 

1. 
( )

xx

x
im

x 2

2arcsin
22 +

+

−→
 . 2. 

32

3

5

18

xx

x
im

x +

−

→
 . 

3. 
43

1
2

3

1 −−

+

−→ xx

x
im

x
 . 4. 

2

54

35
−

→









+

−
x

x x

x
im . 

Варіант 21.21 

1. 
3

2

3 27

932

x

xx
im

x +

−+

−→
 . 2. 








−

→
xctg

x

x
im

x

2

20 sin

cos
 . 

3. 
3

3

31

74

xx

x
im

x +−

+

+→
 . 4. 

2

4

23

3
+

→









+

x

x x

x
im . 

Варіант 21.22 

1. 
235

24

0 2

3
3

xxx

xx
im

x ++

+

→
 . 2. 

xx

x
im

x 3cos7cos

3 2

0 −→
 . 

3. 
2

6

4
x

x x

x
im 









−

+

→
 . 

4. 
3 381

21

x

x
im

x +

−

→
 . 

Варіант 21.23 

1. 
4

1

27

23
−

→









+

+
x

x x

x
im . 

2. ( )xctgxxim
x

53sin 2

0


→
 . 

3. 
107

65
2

2

2 +−

+−

→ xx

x
im

x
 . 

4. ( )132 −−+
+→

xxim
x
 . 
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Варіант 21.24 

1. 
3 23 1527

49

+−

+

→ xx

x
im

x
 . 

2. 
2

23

43

14
−

→









+

−
x

x x

x
im . 

3. 
xx

xtgx
im

x sin

cos1 2

0

−−

→
 . 4. 

123

1
2

23

1 −−

−+−

→ xx

xxx
im

x
 . 

Варіант 21.25 

1. 
xx

x
im

x −

−+

→ 2

2

1

231
 . 2. 

5143

152
2

2

5 −+

−+

−→ xx

xx
im

x
 . 

3. 
x

xtg
im

x 4cos1

32

0 −→
 . 4. ( )512 22 −−−−

+→
xxxim

x
 . 

Варіант 21.26 

1. ( )xxxim
x

4389 22 +−+
+→

 . 2. 
xx

x
im

x 9cos7cos

8 2

0 −→
 . 

3. 
212

6
2

2

3 −+

−−

→ xx

xx
im

x
 . 4. ( ) x

x
xim 3

1

2

0
sin1+

→
 . 

Варіант 21.27 

1. 
5

34

14

24
+

→









−

+
x

x x

x
im . 

2. 
352

6113
2

2

3 −−

+−

→ xx

xx
im

x
 . 

3. 
( ) ( )

7

2332
5

3

+

−+

+→ x

xx
im

x
 . 4. ( ) x

x
xim

2sin

1

0
2cos

→
 . 

Варіант 21.28 

1. 
xx

xxtg
im

x 350 coscos

3

−→
 . 2. 

752

23
2

2

1 −+

−−

→ xx

xx
im

x
 . 

3. 
4

13

27

7
−

→









−

x

x x

x
im . 4. 








−

++→
x

x

x
im

x 3

2

 . 

Варіант 21.29 

1. 
27

352
3

2

3 +

−+

−→ x

xx
im

x
 . 2. 










→ 5
3 2

0

x
ctgxtgxim

x
 . 

3. 
289

367
3

2

−+

−+

→ xx

xx
im

x
 . 4. x

x
xim 51

0
+

→
 . 

Варіант 21.30 

1. 
2

8149
2

2

2 −−

−−

→ xx

xx
im

x
 . 2. 

1 6
5 2

5 4

x

x

x
im

x

−

→

− 
 

− 
. 

3. 
( )2sin

83

2 +

+

−→ x

x
im

x
 . 4. ( )23 9 7

x
im x x x
→+

− − . 
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Завдання 2.2 Дослідити функцію на неперервність та побудувати її графік. 

 

Варіант 22.01 

f(x)= 2

4,   1

2,   1 1

2 ,   1 

x x

x x

x x

+  −


+ −  
 

 

Варіант № 22.02 

f(x)=

2 1,   1

2 ,   1 3

2,   3 

x x

x x

x x

 + 


 
 + 

 

Варіант № 22.03 

f(x)= 2

1,   0

( 1) ,   0 2

4,   2 

x x

x x

x x

+ 


+  
− + 

 

 

Варіант 22.04 

f(x)=

3,   0

1,   0 4

3 ,   4 

x x

x x

x x

− 


+  
 + 

 

Варіант 22.05 

f(x)=

2,   1

1,   1 1

3,   1 

x x

x x

x x

+  −


+ −  
− + 

 

Варіант 22.06 

f(x)=

1 ,   0

0,   0 2

2,   2 

x x

x

x x

 − 


 
 − 


 

Варіант 22.07 

f(x)= 2

,   0

( 1) ,   0 2

3,   2 

x x

x x

x x

− 

− −  
 − 

 

Варіант 22.08 

f(x)=

22 ,   0

,   0 1

2 ,   1 

x x

x x

x x

 


 
 + 

 

Варіант 22.09 

f(x)= 3

2( 1),   1

( 1) ,   1 0

,   0 

x x

x x

x x

− +  −


+ −  
 

 

Варіант 22.10 

f(x)= 2

,   0

,   0 2

1,   2 

x x

x x

x x

− 


 
 + 

 

Варіант 22.11 

f(x)=

sin ,   0

,   0 2

0,   2 

x x

x x

x




 
 

 

Варіант 22.12 

f(x)= 

cos ,   
2

0,   
2

2,   2 

x x

x

x












 






 

Варіант 22.13 

f(x)= 2

1,   0

,   0 2

2 ,   2 

x x

x x

x x

− 


 
 

 

Варіант 22.14 

f(x)= 2

1,   0

1,   0 1

,   1 

x x

x x

x x

+ 


−  
− 

 

Варіант 22.15 

f(x)=

1,   0

2 ,   0 2

3,   2 

x

x

x

x x




 
 + 

 

Варіант 22.16 

f(x)= 2

,   0

1,   0 2

1,   2 

x x

x x

x x

− 


+  
 + 

 

Варіант 22.17 

f(x)= 3

2,   2

,   2 1

2,   1 

x x

x x

x

− +  −


−  
 

 

Варіант 22.18 

f(x)=
2

3,   0

1,   0 2

2,   2 

x x

x

x x

 + 


 


− 

 

Варіант 22.19 

f(x)= 2

3 4,   1

2,   1 2

,   2 

x x

x x

x x

+  −


− −  
 

 

Варіант 22.20 

f(x)=

1,   0

sin ,   0

3,    

x x

x x

x





− 


 
 

 

Варіант 22.21 

f(x)= 2

,   1

( 2) ,   1 3

6,   3 

x x

x x

x x




−  
− + 

 

Варіант 22.22 

f(x)= 2

1,   1

1,   1 3

2 ,   2 

x x

x x

x x

− +  −


+ −  
 

 

Варіант 22.23 

f(x)= 2

1,   1

2,   1 2

2 ,   2 

x x

x x

x x

− 


+  
− 

 

Варіант 22.24 

f(x)=

3 ,   1

1,   1 3

5,   3 

x x

x x

x x

  −


− −  
− + 

 



 24 

Варіант 22.25 

f(x)= 2

3,   0

4,   0 2

2,   2 

x x

x x

x x

+ 

− +  
 − 

 

Варіант 22.26 

f(x)=
2

,   2

1,   2 1

1,   1 

x x

x x

x x

  −

− + −  


− 

 

Варіант 22.27 

f(x)= 2

0,   1

1,   1 2

2 ,   2 

x

x x

x x

 −


− −  
 

 

Варіант 22.28 

f(x)=

1,   0

cos ,   0

1 ,    

x

x x

x x





− 


 
 − 

 

Варіант 22.29 

f(x)=

2,   1

1 ,   1 1

ln ,   1 

x

x x

x x

 −

− −  

 

 

Варіант 22.30 

f(x)= 3

,   0

,   0 2

4,   2 

x x

x x

x x

− 


 
 + 

 

 

Завдання 2.3 Знайти похідні першого порядку від функцій. 

Варіант 23.01 

1.   y =
2

sin

4
sin5

32









+

xxx                                     4.   y = 23
2

)1(

x
tg

x +  

2.   y = 4 5 23 xxx +                                             5.  0)cos(sin =−− yxxy  

3.   y=
2

ln
xx ee

arctg
−−

                                        6.  












−
=

−

+
=

1

1

1

2

2

3

t

t
y

t

t
x

   

Варіант 23.02 

1.   y =
24

3

1 x

x

e

e

+

−

                                                     4.   y =
x

tg
x

23

4
sin 








 

2.   y = xxx 2arcsin3sinln 52+                                5.  2yxarctgy +=  

3.   y = 5 22 )1( x−                                                  6.  






+−=

+−=

tttty

ttttx

sin2cos)2(

cos2sin)2(

2

2

  

Варіант 23.03 

1.   y =
3

3

54

15

x

x

+

+
                                                  4.   y = )13(cos +xx  

2.   y = 33 )51(

x

exctg+                                            5.  02coscossin2 =+− yyyx  

3.   y =
1

2
cosln

2

2

+x
                                            6.  





−=

+=

arctgtty

tx )1ln( 2

   

Варіант 23.04 

1.   y =
x

x

4cos1

2sin1 3

+

−
                                             4.   y = xtgx

2sin)(ln  

2.   y = xarctge

x
tg

23

5

−                                        5.  yxyx arcsinarcsin −=−  

3.   y = 2

3

2

1ln
3

13
x

x

x
++

−
                                    6.  









+
=

+=

2

)2ln(

3

3

t

t
y

tx
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Варіант 23.05 

1.   y =
5

arcsin3 252 x
xtgx +                                    4.   y = 13

)13( ++ xxarctg  

2.   y =
x

x
ctg

2

3

cos1

3ln
+

                                             5.  0cossin =− − xeye yx  

3.   y = x3sin1 4

10 −                                                    6.  






+−=

++=

13

13

3

3

tty

ttx
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за формулою ( )( ),2233 babababa ++−=−  а знаменник за формулою 

( )( ),
21

2 xxxxacbxax −−=++  де 
1

x  і 
2

x – корені рівняння ,02 =++ cbxax  

матимемо:  

( )( )1241218 23 ++−=− xxxx , 

 ,0156 2 =+− xx         ,
12

15

12

24255
2,1


=

−
=x       ,

2

1
1
=x       

3

1
2
=x . 

( )( ) ( )( )131231216156 2 −−=−−=+− xxxxxx . 

Отже, 

( ) ( )
( ) ( )

6
123

111

13

124

1̀312

12412

0

0

156

18 2

21

2

212

3

21
=

−

++
=

−

++
=

−−

++−
=








=

+−

−

→→→ x

xx
im

xx

xxx
im

xx

x
im

xxx
 . 

2. Ні чисельник, ні знаменник не мають границі при →x . Застосувати 

теорему про границю чаcтки безпосередньо не можемо. Тому перетворимо дріб, 

поділивши його чисельник і знаменник на 4x . Дістанемо  

 
42

3

24

3

131

11

13 xx

xx
im

xx

xx
im

xx +−

+
=












=

+−

+

→→

 . 

Оскільки при →x : 

01 →x ,    01 3 →x ,    03 2 →x ,    01 4 →x , 

то, застосувавши теорему про границю суми, переконуємось, що чисельник має 

границю, яка дорівнює 0, а знаменник – I. За теоремою про границю частки 

маємо: 

0
1

0

13 24

3

==
+−

+

→ xx

xx
im

x
 . 

3. При 1→x задана функція являє собою різницю двох нескінченно 

великих величин (випадок − ). Виконаємо віднімання дробів 

3

2

3

2

3 1

2

1

31

1

3

1

1

x

xx

x

xx

xx −

−+
=

−

−++
=

−
−

−
. 

Тоді 

( )

( )( )
( )( )

.1
3

3

1

2

11

21

1

2

1

3

1

1

2121

3

2

131

−=−=
++

+
−=

++−

+−
=

=







=

−

−+
=−=









−
−

−

→→

→→

xx

x
im

xxx

xx
im

o

o

x

xx
im

xx
im

xx

xx





 

4. При підстановці граничного значення x  у вираз функції маємо 

невизначеність ( )1 . Після виконання елементарних перетворень і 

використання другої чудової границі матимемо 



 34 

( ) =







−

+

−
+==









+

−
++

→



→

3

1

3

1

1
23

43
11

23

43
xx

x

x
im

x

x
im

xx
  

=








+

−
+=









+

−−−
+=

++

→→

3

1

3

1

23

6
1

23

2343
1

xx

x
im

x

xx
im

xx
  

( )

==


























+
+= +

+
+

+

−

−

+
−

→→

23

123

1

23

6

6

23

23

6
1 x

x
x

xx

eim
x

im
xx


( )
3223

12

−+

+

→
=

−

ee x

x

x
im

. 

Приклад 2 Дослідити функцію на неперервність та побудувати її графік: 
                                   ,1−       якщо     ,1x  

                           =y     22 −x ,         якщо      ,11  x  

                                            ,1                  якщо       .1x  

Розв’язання. Вихідна функція не є елементарною, тому що задана 

кількома формулами. Кожна з функцій 1,2,1 2 =−=−= yіxyy  є 

елементарною і визначена, а отже й неперервна на всій числовій осі. 

Тому вихідна функція може бути неперервною  лише в тих точках, де 

зміняється її аналітичний вираз,  тобто в точках  11 =−= xіx . Досліджуємо 

функцію на неперервність в цих точках. Використовуючи означення, одержуємо: 

( ) ( ) 121211
2

−=−=−−=−y  

( ) 122

0101

−=−=
+−→+−→

ximimy
xx

                   Задана функція неперервна в точці 1−=x  

( ) 122

0101

−=−=
−−→−−→

ximimy
xx

  

( ) 121211 2 −=−=−=y  

11
0101

==
+→+→ xx

imimy                                            Задана функція розривна в точці 1=x    

( ) 122

0101

−=−=
−→−→

ximimy
xx

                           

Таким чином, областю неперервності даної 

функції є вся числова вісь; крім точки  х=1. 

Побудуємо графік функції. На інтервалі ( )1:−−  
її графіком буде пряма 1−=y , на відрізку  1:1−  

буде парабола 22 −= xy  і, нарешті, на інтервалі 

( )+:1  ─ пряма 1=y (рис. 2.1).                                                     Рис. 2.1 

Приклад 3 Знайти похідні першого порядку функцій. 

1. 22 arcsin
2 2

x x
y x= − + ;                        4. xxy cos)32( −= ; 
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2. 3 2ln 1y x= + ;                                         5. sin( ) 0y x y x+ − = ; 

3. 
21

x
y

x
=

−
;                                            6. 

cos sin

sin cos

x t t t

y t t t

= +


= −
. 

Розв’язання. Використовуючи таблицю похідних та правила 

диференціювання, знаходимо похідні функцій 1-3. 

1. ( ) +
−

−
+−=











+


−







+−











=

2

222

22

2

2
2

2

1

2
arcsin2

2
2

2 x

xx
x

x
x

x
x

x
y  

.2
2

2

22

24

22

22

2

1

22
2

2

1

2
1

1

2

1 2

2

2

2

2

2

22

22

2
2

2
x

x

x

x

x

x

xx

xx

x
x

x
−=

−

−
=

−

−
=

−

+−−
=

−
+

−
−−=

−

+  

2. ( ) ( ) .
)1(3

2
)1(1

3

1

1

1
1

1

1
2

2
3

2
2

3 2

3 2

3 2 x

x
xx

x
x

x
y

+
=++

+
=


+

+
=

−
 

3. =
−

−

−
−−

=
−

−

−
−−

=
−

−−−
=

2

2

2

2

2

2
2

2

22

1

12

)2(
1

1

12

)1(
1

1

)1(1)(

x

x

x
xx

x

x

x
xx

x

xxxx
y  

.
)1(

1

)1(

1

1

1
1

3232

22

2

2

2
2

xx

xx

x

x

x
x

−
=

−

+−
=

−

−
+−

=  

4. Для знаходження похідної степенево-показникової функції 

використовуємо логарифмічне диференціювання. 
xxy cos)32( −= , 

),32ln(cosln −= xxy  

диференціюємо ліву та праву частини одержаної рівності по x : 

( ) ( ) .
32

2
cos)32ln()sin(

cos2

1
)32ln(cos)32ln(cos

−
+−−=


−+−


=



x
xxx

x
xxxx

y

y
 

Тоді похідна функції має вигляд: 

.
cos2

)32ln(sin

32

2
cos))32(( cos








 −
−

−
−=

x

xx

x
xxy x  

5. Для знаходження похідної неявної функції sin( ) 0y x y x+ − =  

диференціюємо обидві частини рівності по x : 
.01)1()cos()sin( =−++++ yyxyyxy  

Розкриваючи дужки та групуючи доданки відносно ,y  одержуємо: 
,1)cos()cos()sin( =+++++ yxyyyxyyxy  

),cos(1))cos()(sin( yxyyxyyxy +−=+++  

.
)cos()sin(

)cos(1

yxyyx

yxy
y

+++

+−
=  

6. Для знаходження похідної параметрично заданої функції
cos sin

sin cos

x t t t

y t t t

= +


= −
 

будемо використовувати формулу t
x

t

y
y

x


 =


. 

Знаходимо похідні по t : 
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.sinsincoscos

,coscossinsin

tttttty

ttttttx

t

t

=+−=

=++−=
 

Тоді шукана похідна буде дорівнювати: .
cos

sin
tgt

tt

tt
y x ==  

Приклад 4 Знайти границі функцій за правилом Лопіталя. 

1. 
2

1

1
lim

2 lnx

x

x→

−
;    2. 20

1 cos3
lim
x

x

x→

−
;   3. 

2

lim
xx

x

e→+
;  

4. 
0

2
lim

sin

x x

x

e e x

x x

−

→

− −

−
;   5. 

( )

( )0

cos ln
lim

ln x ax a

x x a

e e→ +

−

−
;  6. 

2

tg5
lim

tg3x

x

x
→

. 

Розв’язання. Правило Лопіталя використовують для знаходження 

границь диференційованих функцій, якщо є невизначеності типу 
0

0
 або 




. 

Нехай виконується співвідношення ( ) ( )lim lim 0
x a x a

f x g x
→ →

= =  0

0

 
 
 

 або 

( ) ( )lim lim
x a x a

f x g x
→ →

= =    
 
 

, де a  – число або один із символів , , + − . Тоді 

( )

( )

( )

( )

lim
lim

lim

x a

x a

x a

f xf x

g x g x

→

→

→


=


, якщо границя справа існує (не обов’язково скінченна).  

Правило Лопіталя можна застосовувати кілька разів. Аналогічне правило 

має місце і для односторонніх границь. 

1. 
( )

( )

22 л
2

1 1 1 1

11 0 2
lim lim lim lim 1

12ln 0 2ln 2
x x x x

xx x
x

x x
x

→ → → →


−−  

= = = = = 
  

. 

2. 
( )

( )

( )

( )

л л

20 0 0 0 0
2

1 cos3 3sin 31 cos3 0 3sin 3 0 9cos3 9
lim lim lim lim lim 4,5

0 2 0 2 22
x x x x x

x xx x x

xx xx
→ → → → →

 −−    
= = = = = = = =   

    
. 

3. 
( )

( )

( )

( )

22 л л 22 2
lim lim lim lim lim 0

x x xx x x x x
x x

x xx x

e e e
e e

→+ →+ →+ →+ →+

     
= = = = = = =   

     
. 

4. 
( )

( )
0 0 0 0 0

22 0 2 0
lim lim lim lim lim 2

sin 0 1 cos 0 sin cossin

x xx x x x x x x x

x x x x x

e e xe e x e e e e e e

x x x x xx x

−− − − −

→ → → → →


− −− − + − − +   

= = = = = = =   
− −   −

. 

5. 
( )

( )
( )

( ) ( )

л

0 0 0

cos ln ln cos 0
lim cos cos lim cos lim

0ln ln

x a

x ax a x ax a x a x a

x x a x a e e a
a a a

x a e ee e e e→ + → + → +

− −   −     
=  =  =  =  =      

 −− −      
 

л

0 0

cos cos cos
lim lim cos

1

x a x
a

a a ax a x a

a e e a e a
e a

x ae e e→ + → +

−
=  =  =  =

−
. 

6. 
( )

( )

2л л2

2

2 2 2 2 2 2
2

1
5 5 2cos3 sin3 3tg5 5 cos 3 0 cos3 sin3cos 5lim lim lim lim lim lim

1tg3 0 3 2cos5 sin5 5 cos5 sin53cos 5
3

cos 3

x x x x x x

x xx x x xx

x x x x xx

x

     
→ → → → → →

  −     
= = = = = =  =   

  −    

 

( )
( )

( )
( ) ( )

л

2 2

sin 3 30 3 sin 3 3 3
1 lim 1 lim 1

0 sin 5 5 5 sin 5 5 5x x

x x

x x 
→ →

−   
=  − =  − = −  = −  − =  

−   
. 

Наведемо приклад, коли правило Лопіталя застосувати не можна. 
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7. 
( )

( )

2
sinsin 1 cos

lim lim lim lim tg
sin 1 cos 2sin

x x x x

x xx x x x

x x xx x
→ → → →

−− −
= = =

+ ++
 

Оскільки границя праворуч не існує, то застосовувати правило Лопіталя 

для знаходження заданої границі не можна. Шукану границю можемо знайти, 

поділивши попередньо чисельник і знаменник на x : 
sin

1
sin

lim lim 1
sinsin

1
x x

x
x x x

xx x
x

→ →

−
−

= =
+

+

, так як 
sin

lim 0
x

x

x→
=  ( sin 1x  ). 

Приклад 5 Провести повне дослідження функції та побудувати її графік. 

Розв’язання. 

Повне дослідження функції рекомендується проводити за такою схемою: 

1 Знайти область визначення функції 

2 Встановити точки розриву та інтервали неперервності функції 

3 Дослідити функцію на парність і непарність. 

4 Знайти точки перетину графіка функції з осями координат. 

5 Знайти інтервали знакосталості функції. 

6 Знайти асимптоти. Дослідити поведінку функції поблизу точок розриву.  

7 Знайти інтервали спадання і зростання функції та екстремуми. 

8 Знайти інтервали опуклості і вгнутості графіка функції та точки перегину.  

9 Побудувати графік функції за результатами дослідження. 

Використовуючи запропоновану схему, маємо: 

1  Знаходимо
23 0, 3x x−    ;  

( ) ( ) ( ) ( ); 3 3; 3 3;D y = − − − +  . 

2  3x = −   і  3x =   –  точки розриву; 

( ) ( ); 3 , 3; 3− − −  і ( )3; +   –  інтервали неперервності функції. 

3  ( )
( )

( )
( )

3 3

2 233

x x
y x y x

xx

− −
− = = = −

−− −
.  Отже, задана функція є непарною. Її 

графік розташований симетрично відносно початку координат, тому подальші 

дослідження досить проводити лише для  0x  . 

4  При  0x =   0y = ;  при  0y =   0x = , тобто графік функції проходить через 

точку ( )0;0O  - початок координат. 

5  0y =  при  0x = ;  y =  при  3x =  ;   

0y    в інтервалі  ( )0; 3   і  0y   в інтервалі  ( )3; +  . 

x
30

0  y

 

6  3x =   –  точка розриву функції. 
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( )

( )

3

3

22
3 0 3 0

3 0 3 3
lim lim

3 03 3 0
x x

x
y

x→ + → +

+
= = = = −

− −− +

; 

( )( )
( )

( )( )

3

3 3

2
3 0 3 0 3 0

3 0 3 3
lim lim lim

3 03 3 3 3 0 3 3 0x x x

x x
y

x x x→ − → − → −

−
= = = = = +

− +− + − + + −

. 

Отже,  3x =  –  вертикальна асимптота.  

Знаходимо похилі асимптоти  y kx b= + ,  де 

( )

3 2

22
lim lim lim 1;

33x x x

y x x
k

x xx x→ → →

 
= = = = = − 

−  −  
  

( ) ( )
3 3 3

2 2 2

3 3
lim lim lim lim 0

3 3 3x x x x

x x x x x
b y kx x

x x x→ →  →  → 

  + −  
= − = + =  − = = = =   

− − −   
, 

оскільки  степінь многочлена чисельника менша степеня многочлена знаменника. 

Отже,  пряма  y x= −  –  похила асимптота. 

7  
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 3 2 2 2 2 23

2 2 22
2 2 2

3 3 2 9 3 2 9
'

3 3 3 3

x x x x x x x x xx
y

x x x x

 − − − − + − 
= = = = 

−  − − −
; 

( )' 0y x = ,  якщо ( )2 29 0x x− = ,  звідки   0x = ,  3x =  ;    

( )'y x = ,  якщо  23 0,x− =   звідки  3x =  ,  

( )max

27 9
3

3 9 2
y y= = = −

−
. 

3

0 0

екстр.

немає
max

x

'y

y

3



3−

точка

розриву

0
 

8   

( )

( )( ) ( )( )( )

( )

2
3 2 2 2 42 4

2 4
2 2

18 4 3 2 3 2 99
''

3 3

x x x x x x xx x
y

x x

  − − − − − −− = = =
 − −
 

 

( )( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

2
2 2 2 2 4 2 2 2 4 2 4

4 4
2 2

2 9 2 3 4 3 9 2 3 27 9 6 2 18 2

3 3

x x x x x x x x x x x x x x

x x

− − + − − − − − + + −
= = =

− −
 

( )

( )

( )

( )

2 2

3 3
2 2

2 27 3 6 9

3 3

x x x x

x x

+ +
= =

− −
. 

( )'' 0y x = ,  якщо   0x = ;  ( )''y x =  якщо 3x =  . 

( )0 0перегинуy y= = . 
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0

0

точка

розриву

x

''y

y
перeгин



33−



 
Зауважимо, що у зв‘язку з тим, що точка  0x =  знаходиться на межі 

півінтервалу  )0; + , в якому досліджується функція, виникла необхідність 

дослідити знак ( )'y x   і  ( )''y x  на півінтервалі ( 3; 0−


.  

9  Будуємо графік функції за результатами дослідження (рис. 2.2). 

3

- 3

4,5

- 4,5

y = - x

33−

y x= −

3x =

0

3x = −

y

x

3



0 x

333− 0 x

33− 0 x

y0

 0 0
y

'y

 ''y

y
перeгин

точка

розриву

точка

розриву
екстр.

немає max

 
Рис. 2.2 
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ЗМІСТОВИЙ МОДУЛЬ 3 

 

Контрольна робота №3 

Варіанти індивідуальних домашніх завдань 

Завдання 3.1 Знайти невизначені інтеграли.  
 

 
 

Варіант № 31.01 Варіант № 31.02 Варіант № 31.03 

1   1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.04 Варіант № 31.05 Варіант № 31.06 

1     1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.07 Варіант № 31.08 Варіант № 31.09 

1    1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5     5   
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Варіант № 31.10 Варіант № 31.11 Варіант № 31.12 

1   
1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.13 Варіант № 31.14 Варіант № 31.15 

1   1   1     

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5    5   

Варіант № 31.16 Варіант № 31.17 Варіант № 31.18 

1   1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.19 Варіант № 31.20 Варіант № 31.21 

1   1   1   

2   2   2   

( )2 351 arctg

dx

x x+


5 3ln x
dx

x
2sin sin 2xe xdx

2 arctgx xdx 3

cos

sin

x xdx

x ( )2 21 10 xx dx−−

2

2

5 1
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x x
dx

x

+ +

+
6

3 2

1
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dx
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+

− + 2
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2 3 1

xdx

x x− +
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−
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x

( )
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x dx

x x x

+

+ −
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2

3
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x x x

+

+ −
3 2
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− +

− −
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−
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+

−
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3   3   3   

4   4   4   

5    5   5   

Варіант № 31.22 Варіант № 31.23 Варіант № 31.24 

1    1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.25 Варіант № 31.26 Варіант № 31.27 

1   1   1   

2   2   2   

3   3   3     

4   4   4   

5   5   5   

Варіант № 31.28 Варіант № 31.29 Варіант № 31.30 

1   1   1   

2   2   2   

3   3   3   

4   4   4   

5   5   5   
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Завдання 3.2 Розв’язати задачі. 

Варіант 32.01 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою 
sin 2 ,

sin .

x a t

y a t

=


=
 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, 

обмеженої лініями .2,0,3 === xyxy  

3 Знайти довжину дуги кардіоїди )cos1(2 −=r , що розташована в середині 

круга 1r . 

Варіант 32.02 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лінією 
2

3

3 ,

3

x t

y t t

 =


= −
   ;  .33 − t  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  .0,
2

,
4

,cos ==−== yxxxy


 

3 Знайти довжину дуги кривої 2 ,0
3

r e


=    . 

Варіант 32.03 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями 322 +−= xxy  і 13 −= xy . 

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох кривої 
2

2

,

( 3)
3

x t

t
y t

 =



= −


; 30  t . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
5

12 ,0
3

r e



=   . 

Варіант 32.04 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою  .2sin2 =r  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  22 xxy −=  і .2 xy −=  

3 Знайти довжину дуги кривої .
23

,sinln1


−= xxy  

Варіант 32.05 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою  .sin2 +=r  

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох  параболи 

xy 22 =  від її вершини до точки з абсцисою 
3

2
x = . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
3(2cos cos 2 ),

3(2sin sin 2 ),

x t t

y t t

= −


= −
 20  t . 

Варіант 32.06 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями xyxy −=+= 4,)2( 2  і .0=y  

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо полярної осі 

кривої ).cos1(2 += ar  
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3 Знайти довжину дуги кривої 

2

3

( 1),

( 3 ),
3

x a t

a
y t t

 = +



= −


 .30  t  

Варіант 32.07 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями ,5 2xy −=  .1−= xy  

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо полярної осі 

кривої .2cos22 ar =  

3 Знайти довжину дуги кривої 

6

4

,
6

2 ,
4

t
x

t
y


=


 = −


  4 80  t . 

Варіант 32.08 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями .1,
2

1
,0,2 =−=== − xxyey x   

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  24 xxy −=  і .xy =   

3 Знайти довжину дуги кривої 

2

2

,

1
( ),
3

x t

y t t

 =



= −


 .
3

1
0  t  

Варіант 32.09 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою  .3cos =r  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  42 += xy  і .0=x   

3 Знайти довжину дуги кривої )ln( 22 xaay −= , .
2

0
a

x    

Варіант 32.10 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями ,2xy =  ,8=xy  6=x .  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  32 )4( += xy  і .0=x   

3 Знайти довжину дуги кривої 
(3cos cos3 ),

(3sin sin3 ),

x a t t

y a t t

= −


= −
 

2
0


 t . 

Варіант 32.11 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями 

3

2

,
3

4 ,
2

t
x

t
y


=


 = −


  і  .0=y   

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  02 =−+ yx  і .422 =+ yx  

3 Знайти довжину дуги лінії xxy )3(
3

1
−=  між точками перетину її з віссю 

абсцис. 

Варіант 32.12 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою .2cos ar =  
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2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  ,tgxy =  ,ctgxy =  
6


=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
2

2

( 2)sin 2 cos ,

(2 )cos 2 sin ,

x t t t t

y t t t t

 = − +


= − +
 30  t . 

Варіант 32.13 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями xy −= 6  і .
5

x
y =  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої кривою 
2cos ,

3sin .

x t

y t

=


=
 

3 Знайти довжину спіралі 5=r , що розташована в області, яка обмежена 

колом 10=r . 

Варіант 32.14 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями xxy 22 −=  і 03 =−y . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями ,4=xy  ,1=y  ,2=y  0=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
cos ,

sin ,

t

t

x e t

y e t

 =


=
  .10  t  

Варіант 32.15 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лінією 2cos4=r . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями ,xey =  ,0=y  .1,0 == xx  

3 Знайти довжину дуги кривої ,1arcsin 2xxy −+=  .10  x  

Варіант 32.16 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою .2cos2 +=r  

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох дуги 

кривої ,
3

3x
y =  22 − x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
(cos 2 ln ),

sin 2 ,

x a t tgt

y a t

= +


=
 .

48


 t  

Варіант 32.17 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою .sin21 −=r  

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лінією 
2

3

1,

.

x t

y t t

 = −


= −
 

3 Знайти довжину дуги кривої 32 )4( xy −= , що відрізана прямою 

).0(,0 = xx  

Варіант 32.18 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями xy 92 =  і 2+= xy . 
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2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 
3

2

,

,

x t

y t

 =


=
  1−=x , 1=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
4

sin 4 ar = ,  20  . 

Варіант 32.19 

1 Знайти площу фігури, обмеженої першим витком спіралі Архімеда ar =  

і полярною віссю. 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 24 xxy −= , xy = . 

3 Знайти довжину дуги кривої 3
2

+
+

=
−xx ee

y , 20  x . 

Варіант 32.20 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями cos2 −=r  і cos=r . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями xy =2 , 
2

x
y = . 

3 Знайти довжину дуги кривої xy cosln−= , 
6

0


 x . 

Варіант 32.21 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями 2xy = , 6=+ yx , 0=y . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу криволінійної 

трапеції, що обмежена лініями 

2

,x t

y t

=


=
  і 4=y  

3 Знайти довжину дуги кривої 
3

sin 3 ar = ,  30  . 

Варіант 32.22 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою )cos2(2 +=r . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями xy
2

32 = , 122 =+ yx . 

3 Знайти довжину дуги кривої )(
4

1 22 xx eey −+= , 30  x . 

Варіант 32.23 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою 2sin2=r . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями tgxy = , 0=y , 
4


=x , 

4


−=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
x

x

e

e
y

−

−

−

+
=

1

1
ln  , 21  x . 

Варіант 32.24 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою 3sin3=r . 
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2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, 

обмеженої лініями 23 4xy =  і 2=y . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
5( sin ),

5(1 cos ),

x t t

y t

= −


= −
  t0 . 

Варіант 32.25 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями 
2

3

,

3

x t

t
y

 =



=


  і 4=x . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  xy 2= , xy 4= , 1=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 3

4

2



er = , 
22





− . 

Варіант 32.26 

1 Знайти площу фігури, обмеженої лініями 422 += xy  і 0=x . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох астроїди 

 
3

3

cos ,

sin .

x a t

y a t

 =


=
 

2 Знайти довжину дуги кардіоїди )cos1(2 +=r , що розташована в області, 

яка обмежена колом 2=r . 

Варіант 32.27 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кардіоїдою )cos1( −= ar . 

2 Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох кривої 

xy 42 =  від її вершини до точки з абсцисою 2=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
(cos sin ),

(cos sin ),

t

t

x e t t

y e t t

 = +


= −
  t0 . 

Варіант 32.28 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою aey = ,  0 . 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 1
4

2

−=
x

y  і 0=y . 

3 Знайти довжину дуги кривої 
2

cosln
2 x

y



= , 

2

1
0  x . 

Варіант 32.29 

1 Знайти площу фігури, обмеженої першою аркою циклоїди 
6( sin ),

6(1 cos )

x t t

y t

= −


= −
 

і віссю абсцис. 

2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  042 =−+ xy  і 0=x . 

3 Знайти довжину дуги кривої aer = ,  0 .  

Варіант 32.30 

1 Знайти площу фігури, обмеженої кривою 
12cos 5sin ,

5cos 12sin ,

x t t

y t t

= +


= −
 20  t . 
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2 Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, 

обмеженої лініями  xy 92 =  і xy −= . 

3 Знайти довжину дуги кривої )sin1(6 +=r ,  0
2

− 


. 

Завдання 3.3 Дослідити на збіжність невласний інтеграл або встановити 

його розбіжність. 
 

Номер 

варіанта 
Інтеграл 

Номер 

варіанта Інтеграл 
Номер 

варіанта Інтеграл 

33.01 2 4 15

dx

x x



−
+ + . 33.11 

2

4
2 1

x
dx

x



−
 .  33.21 

3
2 1

dx

x



+
 .  

33.02 2 2

2
( 1)

dx

x



− . 33.12 

1 3

43
0 1

x
dx

x−
 .  33.22 2 2

1
sin

dx

x x



+ .   

33.03 ( )
1

0

ln
n

x dx . 33.13 
2

0

xe dx



−

 . 33.23 
2

3ln
e

dx

x x



 .   

33.04 2

2

sin x
dx

x



 . 
33.14 

0

n xx e dx



−

 . 33.24 

1

0 (2 ) 1

dx

x x− −
 . 

33.05 2

2

2 sin x
dx

x


+

 . 
33.15 

2

23
0

cos

1

x
dx

x



−
 .   33.25 3

0

cos2x
dx

x



 .  

33.06 

1

2

0

lnx xdx .   33.16 3

1

0 1x

dx

e −
 .   33.26 

1

4
(2 cos )dx

x



− . 

33.07 
5

0 1

x
dx

x



+
 .   33.17 3

0
4

x
dx

x



+ . 33.27 

3

24
2

3

2 4

x
dx

x −
 .  

33.08 
5

0 1

x
dx

x



+
 .   33.18 

1

2
(1 cos )dx

x



−

. 

33.28 
4

0 1

xarctgx
dx

x



+
 . 

33.09 3

0
(1 )

x
dx

x



+ .  33.19 4

1
1

x
dx

x



+
.   33.29 

2

1
ln

dx

x .   

33.10 2

1
sin

dx

x x



+ . 33.20. 

1

3

0 4

dx

x x+
 . 33.30 

2

1
2 arcsin

1

x dx
x x

 +

+
 . 

 

Зразки виконання індивідуальних домашніх завдань 

Приклад 1 Знайти невизначені інтеграли. 

1 
( )


+
.

cos75 2 xtgx

dx
    4 

−
.

43 2 xx

dxx
 



 49 

2  .3sin2 xdxx      5  .sincos 54 xdxx  

3 
+−−

+−
.

)34)(1(

32
23

2

dx
xxxx

xx
 

Розв’язання.    

1 Оскільки похідна виразу  5+7tgx  дорівнює  
x2cos

7
, а множник 

x2cos

1
  

відрізняється від цієї похідної лише сталим множником 7, то змінною 

інтегрування тут можна вважати вираз  5+7tgx,  і, таким чином, знайти інтеграл: 

( )
  =

=


+=

=
+

=
+

x
u

tgxu

dx
xtgxxtgx

dx

x 2
22

cos

7

75

cos

7

75

1

7

1

cos75
 

.75ln
7

11

7

1
Ctgxdxu

u
x ++=


=   

2 Покладемо  u=x2, dv=sin3xdx. Тоді 

du=2xdx,    −=== .3cos
3

1
)3(3sin

3

1
3sin xxxdxdxv  

За формулою інтегрування частинами знаходимо 

  =







−−−= xdxxxxxdxx 23cos

3

1
3cos

3

1
3sin 22

+− .3cos
3

2
3cos

3

1 2 xdxxxx  

До останнього інтеграла знову застосуємо формулу інтегрування частинами. Для 

цього покладемо  u=x,  dv=cos3xdx,  тоді 

  ==== xxxdxdxvdxdu 3sin
3

1
)3(3cos

3

1
3cos,  

i     +=−=−= .3cos
9

1
3sin

3

1
3sin

3

1
3sin

3

1
3sin

3

1
3sin

3

1
3cos xxxxdxxxxdxxxxdxx  

Таким чином, остаточно будемо мати 

 +







++−= .3cos

9

1
3sin

3

1

3

2
3cos

3

1
3sin 22 Cxxxxxxdxx  

3 Переконуємося, що підінтегральний дріб – правильний і нескоротний. 

Враховуючи, що  

(х-1)(х3-4х2+3х)=х(х-1)(х2-4х+3)=х(х-1)(х-1)(х-3)=х(х-1)2(х-3) 

має чотири корені, з яких два  х=0  і х=3 – прості, а х=1- двократний, подамо дріб 

у вигляді суми чотирьох елементарних дробів: 

.
1)1(3)3()1(

32
22

2

−
+

−
+

−
+=

−−

+−

x

D

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

Одержимо тотожність для знаходження коефіцієнтів A, B, C, D: 

x2-2x+3=A(x-3)(x-1)2+Bx(x-1)2+Cx(x-3)+Dx(x-1)(x-3). 

Коефіцієнти знаходимо комбінованим способом 
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.0

,22

,126

,33

1

3

0

3 DBA

C

B

A

x

x

x

x

++=

−=

=

−=

=

=

=

 

Звідси .
2

1
,1,

2

1
,1 =−==−= DCBA  Отже, 

,
1

1

2

1

)1(

1

3

1

2

11

)1)(3(

32
22

2

−
+

−
−

−
+−=

−−

+−

xxxxxxx

xx
 

а шуканий інтеграл 

  =













−
+

−
−

−
+−=

+−−

+−
dx

xxxx
dx

xxxx

xx

1

1

2

1

)1(

1

3

1

2

11

)34)(1(

32
223

2

 

    =
−

+
−

−
−

+−=
12

1

)1(32

1
2 x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
.1ln

2

1

1

1
3ln

2

1
ln Cx

x
xx +−+

−
+−+−  

4 Підінтегральна функція є раціональною функцією від дробових степенів  

х. Отже, маємо інтеграл першого типу від ірраціональної функції. Тут n1=2,  

n2=3,  n3=4, тому к=12 (найменше спільне кратне чисел 2, 3 і 4). Покладемо x=t12. 

Тоді     

  =
−

=
=

=
=

−
dtt

tt

t

dttdx

tx

xx

dxx 11

38

6

11

12

43 2
12

12
 

  =
−

=
−

=
1

12
)1(

12
5

14

53

17

t

dtt

tt

dtt
 

 

 
– 

t14  t5–1   

 t14– t9  t9+ t4   

= 
– 

t9  = 

 t9– t4   

   t4   

 

    =














−
++=















−
++=

1

5

5

1
12

1
12

5

4
49

5

4
49

t

dtt
dttdttdt

t

t
tt  

( ) .1ln22
5

6
1ln

5

1

510
12 55105

510

CtttCt
tt

+−++=+













−++=  

Повертаючись до змінної  х, остаточно будемо мати 

 +





 −++=

−
Cxxx

xx

dxx
1ln22

5

6 12 512 56 5

43 2
. 

5 Маємо інтеграл вигляду   ,cossin xdxx nm    де    m=5, n=4. 

Враховуючи, що m=5>0 i непарне, одержимо 
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  =−== xdxxxxdxxxxdxx sin)cos1(cossinsincossincos 2244454  

  =+−−=−−=
−=

=
= dttttdttt

xdxdt

xt
)21()1(

sin

cos 424224  

 =+













+−−=+−−= C

ttt
dtttt

97

2

5
)2(

975
864 C

xxx
+














+−−

9

cos

7

cos2

5

cos 975

. 

Приклад 2 Розв’язати задачі. 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лінією 
21

1

x
y

+
=  і параболою  

.
2

2x
y =  

2 Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнею, яка утворюється 

обертанням параболи  у2=4х  навколо своєї осі (параболоїд обертання) і 

площиною, перпендикулярною до його осі та віддаленою від вершини параболи 

на відстань, що дорівнює одиниці. 

3 Обчислити довжину петлі лінії  x=t2,  
3

3t
ty −= . 

Розв’язання. 

1 Крива   
2

2x
y =   – парабола з вершиною в точці  О(0;0) і віссю симетрії 

Оу. Вітки параболи направлені вгору  (рис. 2.3).  

 

                           y  

 

 

 

 

 

 

 

                                             

         -1            0         1 

Рис. 2.3 

Крива 
21

1

x
y

+
=  –  локон Аньєзі. Із рівняння видно, що при будь-якому  х 

функція набуває лише додатних значень, а тому її графік розташований вище осі 

Ох, а вісь  Оу є її віссю симетрії, бо  у(–х)=у(х). Найбільше значення, яке дорівнює 

одиниці, функція набуває при  х=0, а при  →x     .0→y  

 Схематично графік цієї функції зображений на рис. 2.3. Точніше 

побудувати графік цієї функції можна за допомогою загальної схеми 

 

x 
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дослідження функції. Фігура, обмежена даними лініями, також зображена на рис. 

2.3. Площу такої фігури обчислимо за формулою: ( ) −=
b

a
нв dxxyxyS )()( . 

Для визначення меж інтегрування обчислимо абсциси точок перетину 

ліній, розв’язуючи систему рівнянь  










=

+
=

.
2

,
1

1

2

2

x
y

x
y

 

Звідси  х1= –1,  х2=1.  Отже,  а= –1,  b=1. 

Враховуючи також, що 
21

1

x
yв

+
= , а 

2

2x
yн =  будемо мати 

 












−

+
=
−

1

1

2

2
,

21

1
dx

x

x
S  а з урахуванням симетрії фігури відносно осі Оy 

одержуємо  −


=







−


=














−=














−

+
=

1

0

32

2
.

3

1

26

1

4
2

0

1

6
2

21

1
2

x
arctgxdx

x

x
S  

2 Побудуємо тіло (рис.2.4). 

 

                                                  y  

                                           2 

 

 

 

                                                       1                x  

 

 

                                          -2 

 

                                                  Рис. 2.4 

Враховуючи, що ,2 xyв =  ун=0, а=0 і b=1, за формулою 

( ) −=
b

a
нвx dxxyxyV )()(

22
 

будемо мати 

 ===
1

0

2 .2
0

1
24 xxdxVx  

1 

-1 
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3 Оскільки межі інтегрування не задані, то слід побудувати лінію, для чого 

доцільно виключити параметр  t із параметричних рівнянь:   

2
2

3
1 








−=

x
xy . На 

довжині петлі (рис.2.5) параметр t змінюється від 3−  до  3 . 

                                                y 

 

 

                                          1 

 

                                           0                           3        x  

 

                                                   Рис. 2.5  

 

Із урахуванням симетрії лінії відносно осі Оx, обчислюємо її довжину за 

формулою: ( ) ( )


+


=
2

1

.
22t

t
tt dtyxL  

( ) ( ) = ++= +−+=−+=
3

0

3

0

42
3

0

422222
2122142122 dtttdttttdtttL  

( ) ( ) ( ) =+=













+=+= +=

3

0

3
2

3

0

22 .34332

0

3

3
21212

t
tdttdtt  

Зауважимо, що при добуванні квадратного кореня з виразу ( )221 t+  

враховано, що  1+t2>0   для всіх дійсних значень  t. 

Приклад 3 Дослідити на збіжність невласний інтеграл або встановити 

його розбіжність. 

1. 
2

0 1

dx

x

+

+
 ;   2. 

0

sin 4xdx

+

 ;  3. 

1

xdx
−

 ;  4. 
1

k

dx

x

+

 . 

Розв’язання. 

1. До обчислення даного інтеграла застосуємо формулу  

( ) ( )lim

b

b
a a

f x dx f x dx

+

→+
=  , 

згідно з якою отримуємо: 

( )2 2 0

0 0

lim lim arctg lim  arctg arctg 0
21 1

b
b

b b b

dx dx
x b

x x


+

→+ →+ →+
= = = − =

+ +
  ; 

2. ( )
0

0 0

1 1 1
sin 4 lim sin 4 lim cos4 lim cos4

4 4 4

b
b

b b b
xdx xdx x b

+

→+ →+ →+
= = − = − +  . 

Оскільки ( )lim cos4
b

b
→+

 не існує, то даний інтеграл розбіжний. 
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3. За формулою ( ) ( )lim

b b

a
a

f x dx f x dx
→−

−

=   маємо 
1 1

lim
a

a

xdx xdx
→−

−

=  . 

Оскільки 

11 2 2
1

2 2 2
a a

x a
xdx = = − , а 

2
1

lim
2 2a

a

→−

 
− = − 

 
, то даний інтеграл є 

розбіжним. 

4. При 1k =  отримуємо: 

1
1 1

lim lim ln lim ln

b
b

b b b

dx dx
x b

x x

+

→+ →+ →+
= = = = +  , 

тобто у цьому випадку інтеграл є розбіжним. 

Нехай 1k  . Тоді ( )
1

1

1 1 1

1
lim lim lim 1

1 1

bb k
k k

k b b b

dx x
x dx b

k kx

+ −
− −

→+ →+ →+
= = = −

− −  . 

Остання границя дорівнює +  при 1 0k−  , тобто 1k  . При 1k   вона дорівнює 

1

1k −
, оскільки у цьому випадку 

1
lim 0

k

b
b

−

→+
= . 

Отже, інтеграл 
1

k

dx

x

+

  є збіжним при 1k  , він дорівнює 
1

1k −
. При 1k   

інтеграл розбіжний. 

Приклад 4 Обчислити невласний інтеграл 
2

2 10

dx
I

x x

+

−

=
+ +

 . 

Розв’язання. 
0

2 2 2

0

lim lim
2 10 2 10 2 10

a

b a
b

dx dx dx
I

x x x x x x

+

→− →+
−

= = +
+ + + + + +   . 

Тут замість точки 0x =  за проміжну межу інтегрування можна взяти будь-

яку іншу скінченну точку числової прямої.  

Знайдемо границі з правої частини останньої рівності: 

( )

00 0

22

1 x+1 1 1
lim lim lim arctg

2 10 3 3 3 3 61 9b b b
bb b

dx dx
arctg

x x x→− →− →−


= = = +

+ + + +
  , 

( )
22

00 0

1 x+1 1 1
lim lim lim arctg

2 10 3 3 6 3 31 9

aa a

a a a

dx dx
arctg

x x x→+ →+ →+


= = = −

+ + + +
  . 

Підставивши ці границі у вираз для I , отримаємо: 

2

1 1 1 1
arctg arctg 

2 10 3 3 6 6 3 3 3

dx
I

x x

+

−

  
= = + + − =

+ + . 

У розглянутих прикладах обчислення невласного інтеграла ґрунтувалося 

на його означенні. Проте у деяких випадках немає необхідності обчислювати 

інтеграл, а достатньо знати, збіжний він чи ні. 

Приклад 5 Дослідити на збіжність інтеграли:  
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1. 
8

1 7

xdx

x

+

+
 ;   2. 

1

2 ln x
dx

x

+
+

 . 

Розв’язання.  

Теорема. Якщо на проміжку  );a +   функції ( )f x  та ( )g x  є 

неперервними та задовольняють умову ( ) ( )0 f x g x  , то із збіжності інтеграла 

( )
a

g x dx

+

  випливає збіжність інтеграла ( )
a

f x dx

+

 , а із розбіжності інтеграла 

( )
a

f x dx

+

  випливає розбіжність інтеграла ( )
a

g x dx

+

 . 

1. Оскільки  )1;x  +  
38

1
0

7

x

xx
 

+
, а інтеграл 

3

1

dx

x

+

  є збіжним 

(приклад 3 (4)). 

Використовуючи цю теорему, робимо висновок, що даний інтеграл є 

збіжним. 

2. Для підінтегральної функції можна записати нерівність 
2 ln 1

0
x

x x

+
  , 

інтеграл 
1

dx

x

+

  є розбіжним, тому 
1

2 ln x
dx

x

+
+

  також є розбіжним. 

Приклад 6 Дослідити на збіжність інтеграл 
2

2

1

2
ln

1

x
dx

x

+
+

+
 .  

Розв’язання.  

Теорема. Якщо ( ) 0f x  , ( ) 0g x   і існує скінченна границя 
( )

( )
lim
x

f x
k

g x→+
= , 

0k  , то інтеграли ( )
a

f x dx

+

  та ( )
a

g x dx

+

  або обидва збігаються, або обидва 

розбігаються. 

Запишемо підінтегральну функцію у вигляді: 
2

2 2

2 1
ln ln 1

1 1

x

x x

+  
= + 

+ + 
. При 

x →+  
2 2

1 1
ln 1

1 1x x

 
+ 

+ + 
, 

( )

2

2

1
ln 1

1
lim 1

1
1

x

x

x
→+

 
+ 

+ 
=

+

. При цьому інтеграл 

2

1 1

dx

x

+

+
  є збіжним, тому збіжним є і інтеграл 

2

2

1

2
ln

1

x
dx

x

+
+

+
 . 

У попередніх прикладах розглядалися невласні інтеграли від невід’ємних 

функцій. У випадку, коли підінтегральна функція є знакозмінною, справедлива 

наступна теорема. 
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Теорема. Якщо інтеграл ( )
a

f x dx

+

  збігається, то збігається і інтеграл 

( )
a

f x dx

+

 . 

Приклад 7 Обчислити наступні невласні інтеграли, або встановити їх 

розбіжність: 

1. 
3

1 ln

e
dx

x x
 ;   2. 

2

0
cos

dx

x



 ;   3. 
1

3

0
1

dx

x−
. 

Розв’язання.  

1. Підінтегральна функція ( )
3

1

ln
f x

x x
=  є необмеженою у околі точки 

1x = . На будь-якому відрізку  1 ; e+   вона є неперервною, а тому інтегрованою. 

За визначенням невласного інтеграла другого роду маємо: 

( ) ( )( )
2

23 3

3 30 0 0
1 1 1

3 3 3
lim lim ln lim 1 ln 1

2 2 2ln ln

e
e e

dx dx
x

x x x x→ →+ →+
+ +

 
 = = = − +  =
 
 

  . 

2. Підінтегральна функція ( )
1

cos
f x

x
=  є необмеженою у околі точки 

2
x


= і є інтегрованою на будь-якому відрізку 0;

2

 
−  

 
, де 0  , оскільки є 

неперервною на цьому відрізку. Тому отримуємо: 

2 2 2

0 0 0
0 0 0

x
lim lim ln tg + lim ln tg

cos cos 2 4 2 2

dx dx

x x

 − −

→ → →

 
           = = = − = +                

  

  . 

Інтеграл є розбіжним. 

3. Розкладемо підінтегральну функцію ( ) 3

1

1
f x

x
=

−
 на суму елементарних 

дробів: ( )
( )( )3 22

1 1 1 1 2

1 3 1 11 1

x
f x

x x x xx x x

+ 
= = = + 

− − + +− + +  
. 

Тоді отримуємо: 
1 1 1

3 2

0 0 0

1 1 2

1 3 1 3 1

dx dx x

x x x x

+
= +

− − + +   . 

Другий доданок у правій частині даної рівності є власним визначеним 

інтегралом, тому він не впливає на характер збіжності заданого інтеграла. Вона 

визначається збіжністю інтеграла 
1

0
1

dx

x−
. 

( )( )
1 1

1

00
0 0 0

lim lim ln 1
1 1

dx dx
x

x x

−
−

→
→

= = − − = −
− −  . 
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Таким чином, заданий інтеграл є розбіжним. 

Приклад 8 Обчислити інтеграл 

2

0

2

2

x
dx

x

+

− . 

Розв’язання. Даний інтеграл є невласним, оскільки підінтегральна 

функція є необмеженою у околі точки 2x = . 

Знайдемо невизначений інтеграл 
2

2

x
dx

x

+

− . Для цього перетворимо 

підінтегральну функцію: ( )
2 2 2

2 2 2

2 4 4 4

x x x
f x

x x x x

+ +
= = = +

− − − −
. 

22
2arcsin 4

2 2

x x
dx x C

x

+
= − − +

− . 

Функція ( ) 22arcsin 4
2

x
F x x= − −  неперервна на  0; 2  та ( ) ( )F x f x =  на 

( )0; 2 . Тому для обчислення даного інтеграла можна застосувати формулу 

Ньютона – Лейбніца: 

22

2

0 0

2
2arcsin 4 2

2 2

x x
dx x

x

+  
= − − =  + 

−  
 . 

Приклад 9 Дослідити на збіжність інтеграл 

1

0

dx

x
 , 0  . 

Розв’язання. Якщо 1  , то ( )
11 1

1

0 0
0 0

1
lim lim 1

1 1

dx x

x




  


 

−
−

→ →
= =  −

− − . Остання 

границя є нескінченною при 1 0−  , тобто 1  . При 0 1   отримуємо, що 

даний невласний інтеграл дорівнює 
1

1 −
, оскільки у цьому випадку 1

0
lim 0






−

→
= . 

При 1 =  отримуємо ( )
1

1

0 0
0

lim ln lim ln
dx

x
x  


→+ →+

= = − = + .  

Отже, інтеграл 

1

0

dx

x
  збігається при 0 1  , при 1   він розбіжний. 

Приклад 10 Дослідити на збіжність інтеграл 
1

5
1

dx

x x−

 . 

Розв’язання. Даний інтеграл є невласним, оскільки підінтегральна 

функція ( )
5

1
f x

x x
=  є необмеженою у околі точки 0x = . Представимо інтеграл 

у вигляді: 
1 0 1

5 5
1 1 0

dx dx dx

x x x x x x− −

= +   . 
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Обидва інтеграли у правій частині останньої рівності є розбіжними, 

оскільки інтеграл 
1

0

dx

x  є розбіжним при 1  , а у нашому випадку 
6

1
5

 =  . 

Таким чином, інтеграл 
1

5
1

dx

x x−

  є розбіжним. 

Згадаємо тепер ознаки збіжності для невласних інтегралів другого роду.  

Теорема 1. Якщо функції ( )f x  та ( )g x  неперервні на проміжку  );a b , 

мають особливу точку x b=  та задовольняють умову ( ) ( )0 f x g x  , то із 

збіжності інтеграла ( )
b

a

g x dx  випливає збіжність інтеграла ( )
b

a

f x dx , а із 

розбіжності інтеграла ( )
b

a

f x dx  випливає розбіжність інтеграла ( )
b

a

g x dx . 

Теорема 2. Нехай функції ( )f x  та ( )g x  проміжку  );a b  неперервні, 

додатні і мають особливу точку x b= . Тоді, якщо існує границя 
( )

( )
lim 0
x b

f x
k

g x→
=  , 

де k  – скінченне число, то інтеграли ( )
b

a

f x dx  та ( )
b

a

g x dx  або одночасно 

збігаються, або одночасно розбігаються. 

Теорема 3. Якщо x b=  – особлива точка функції ( )f x  і інтеграл ( )
b

a

f x dx  

збігається, то інтеграл ( )
b

a

f x dx  також збігається.  

Твердження, аналогічні теоремам 1 – 3, виконуються і якщо особливою 

точкою є x a= . 

Приклад 11 Дослідити на збіжність інтеграл 

2

3
1

cos

1

x
dx

x −
 . 

Розв’язання. 

3 3

cos 1

1 1

x

x x


− −
. При цьому інтеграл 

2

3
1 1

dx

x −
  є збіжним, тому збігається 

інтеграл 

2

3
1

cos

1

x
dx

x −
 , звідки, за теоремою 3, випливає збіжність інтеграла 

2

3
1

cos

1

x
dx

x −
 . 

 

 

 



 59 

ЗМІСТОВИЙ МОДУЛЬ 4 

 

Контрольна робота №4 

Варіанти індивідуальних домашніх завдань 

Завдання 4.1 Знайти загальний або частинний розв’язок (інтеграл) 

диференціальних рівнянь першого порядку. 

 

Варіант 41.01 

1.  22 11 yxy +=− . 

2. ( ) 02 =−+ xdydxyx , ( ) 11 =y . 

3.  xex
x

y
y 22

=− . 

Варіант 41.02 

 

1.  
13

2
2 +

=
y

x
y . 

2.  yxyx 43 += , ( ) 11 =y . 

3.  xx yeey −= 2 . 

Варіант 41.03 

1.  tgxyy = . 

2.  332 yxyxy += , ( ) 31 =y . 

3.  13 +=− xyyx . 

Варіант 41.04 

1. yyxy lnsin = , ey =








2


. 

2.  y
x

y
xyx =− 2cos . 

3.  1sincos =+ tst
dt

ds
. 

Варіант 41.05 

1.  122 =+ xyy . 

2.  y
x

y
xyx += sin . 

3.  xexyxyx −=++ 23)1( . 

Варіант 41.06 

1.  xyy 2cos2=  , 1
2

=







y . 

2.  yyx 2= . 

3.  012 =++ xyyx .      

Варіант 41.07 

1.  
4

4
2 −

=
x

y
y . 

2.  0=+ xyy . 

3.  0)1( =++ dyxxydx . 

Варіант 41.08 

1.  
3

2

1

2

y

x
y

−

−
= . 

2.  yxyx 43 += . 

3.  8)2(,22 4 ==− yxyyx .   

Варіант 41.09 

1.  yxey += . 

2.  
x

y
yyx ln= . 

3.  xxyy 2tgctg =− .      

Варіант 41.10 

1.  5=+ xyy . 

2.  22 yxyyx +=− . 

3.  1ln +=+ xyyx .  
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Варіант 41.11 

1.  04)1( 2 =−+ xyyx . 

2.  )2(2 223 yxyyx −= . 

3.  dxxyxydyxx )()1( 222 −+=+ ,   

41


−=

=x
y . 

Варіант 41.12 

1.  22 )31( −−= yxyy . 

2.  x

y

e
x

y
y =− . 

3.  2)1(2)1( +=−+ xy
dx

dy
x . 

 

Варіант 41.13 

1.  1tg =− yxy . 

2.  0)2()( =+++ dyyxdxyx . 

3.  02 3 =−− yyxey x ,  1
0
=

=x
y . 

Варіант 41.14 

1.  
y

x
yy

cos

2
−= . 

2.  0cos)cos( =+− dy
x

y
xdx

x

y
yx . 

3.  eyexyy
x

x ==−
=1

,)( .     

Варіант 41.15 

1.  011 22 =+++ dyxydxyx . 

2.  eeyxdydxxyy ==−+ )(,0)2( . 

3.  222 )1(2)1( xxyyx +=−+ . 

Варіант 41.16 

1.  0)1( 2 =++ ydxdyx . 

2.  dx
x

y
xydxxdy =− 2sin  

3.  
2

2 xxexyy −=+ . 

Варіант 41.17 

1.  yxy tgtg = . 

2.  0)2()( =+++ dyyxdxyx . 

3.  dtttsdttds =− ln2 2 . 

 

Варіант 41.18 

1.  0)4( 2 =+− ydydxyx . 

2.  )(
x yeyxy += . 

3.  
3

4
)(,2sintg ==− yxxyy .  

Варіант 41.19 

1.  xyyx =+ )1( . 

2.  x
x

y
y

x

y
yx −= coscos . 

3.  2ln2)2(,1
21

2
−==

−

−
+ y

xx

x
y .  

Варіант 41.20 

1.  0)()( =−++ dyxyxdxxyy . 

2.  
2

22

x

yxyx
y

++
= . 

3.  xxyxy ctgcos2ctg 2=− . 

Варіант 41.21 

1.  0=+ xdyctgydx . 

2.  1)1(,43 =+= yyxyx . 

3.   −=−− 32 )1( rr . 

Варіант 41.22 

1.  0)2()1( 23 =−−+ dxydyx . 

2.  
y

x
yyx

2

3 =− . 

3.  1,
1 1

==
+

−
=x

yx
x

y
yx .      
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Варіант 41.23 

1.  dyxxydx )1( +−= . 

2.  2,01)1(
0
==








−++

=x

y

x

y

x

ydy
y

x
edxe . 

3.  12 +=− xyyx .   

Варіант 41.24 

1.  02sin =− xyy . 

2.  )lnln1( xyyyx −+= . 

3.  1sincos =+ xyxy , ( ) 10 =y . 

Варіант 41.25 

1.  
y

x
yy

+
=

2
. 

2.  
x

yx
y

2+
= . 

3.  xey
x

y

1

2
)

1
1( =++ .     

Варіант 41.26 

1.  0tg =+ dSdttS . 

2.  
y

x

x

y

dy

dx
−= ,  ( ) 21 =−y . 

3.  54
2

2 ++=
+

− xx
x

y
y . 

Варіант 41.27 

1.  0)1()1( 22 =+++ dyxxdxy . 

2.  x
x

y
y

x

y
yx −= sinsin . 

3.  23 27
3

xx
x

y
y +=+ .     

Варіант 41.28 

1. 1)
2

(,2cos2 ==


yxyy ,  

2.  x
x

y
y

x

y
yx −= sinsin . 

3.  13
1

−=
+

+ x
x

y
y .      

Варіант 41.29 

1.  0)()( =−++ dyxyxdxxyy . 

2.  0)2( =−+ xdydxyx . 

3.  0)sin( =−+ dtttxtdx . 

Варіант 41.30 

1.  0)1( =++ xyyx . 

2.  0cos =+−+ tx
t

x
txt . 

3.  2sin2cos =− xyxy . 

Завдання 4.2 Знайти загальний або частинний розв’язок лінійних 

однорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 
 

Варіант 42.01 

1. ( ) ( ) 60,30,0992 ===+− yyyyy . 

2. 054 =++ yyy  

3. 096 =+− yyy   

Варіант 42.02 

1. ( ) ( ) 10,20,0252 ===++ yyyyy  

2. .052 ==− yyy  

3. .044 =++ yyy  

Варіант 42.03 

1. ( ) ( ) .40,20,0253 ===−+ yyyyy  

2. .0134 =+− yyy  

3. 02 =++ yyy  

Варіант 42.04 

1. ( ) ( ) .25,00,5,10,034 ===−+ yyyyy  

2. .04 =+ yy  

3. .02 =+− yyy  

Варіант 42.05 

1. ( ) ( ) .1,00,30,0310 ===−− yyyyy  

2. .0102 =++ yyy  

3. .0168 =++ yyy  

Варіант 42.06 

1. ( ) ( ) .70,00,06113 ===++ yyyyy  

2. .09 =+ yy  

3. .02510 =+− yyy  
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Варіант 42.07 

1. ( ) ( ) .
3

14
0,10,0823 ===−+ yyyyy  

2. .0294 =+− yyy  

3. .04,004,0 =++ yyy  

Варіант 42.08 

1. ( ) ( ) .5,00,70,015174 ====− yyyyy  

2. .016 =+ yy  

3. .025,0 =++ yyy  

Варіант 42.09 

1. ( ) ( ) .
5

1
0,10,0385 ===+− yyyyy  

2. .0208 =+− yyy  

3. .04914 =+− yyy  

Варіант 42.10 

1. ( ) ( ) .50,00,0127 ===+− yyyyy  

2. .0258 =++ yyy  

3. .01025 =+− yyy  

Варіант 42.11 

1. ( ) ( ) .40,20,0672 =−==+− yyyyy  

2. .025 =+ yy  

3. .09124 =+− yyy  

Варіант 42.12 

1. ( ) ( ) .100,10,012 =−==−− yyyyy  

2. .0102 =+− yyy  

3. .06416 =++ yyy  

Варіант 42.13 

1. ( ) ( ) .200,00,02414 ===++ yyyyy  

2. .054 =+− yyy  

3. .0
4

1
=+− yyy  

Варіант 42.14 

1. ( ) ( ) 40,10,06011 =−==−− yyyyy . 

2. .0=+ yy  

 3. .016249 =++ yyy  

Варіант 42.15 

1. ( ) ( ) .80,20,020 =−==−− yyyyy  

2. .0106 =+− yyy  

3. .025204 =+− yyy  

Варіант 42.16 

1. ( ) ( ) .00,30,069 ===+− yyyyy  

2. .0136 =++ yyy  

  3. .010 =− yy  

Варіант 42.17 

1. ( ) ( ) .10,10,02510 ===++ yyyyy  

2. .065 =+− yyy  

3. .042 =+− yyy  

Варіант 42.18 

1. ( ) ( ) .60,00,067 ===++ yyyyy  

2. .0
3

4

9

4
=+− yyy  

3. .022 =+− yyy  

Варіант 42.19 

1. ( ) ( ) .30,20,0584 =−=+− yyyyy  

2. .0145 =−+ yyy  

3. .0254016 =+− yyy  

Варіант 42.20 

1. ( ) ( ) .80,00,0124 ===−+ yyyyy  

2. .0102 =++ yyy  

3. .026169 =++ yyy  

Варіант 42.21 

1. ( ) ( ) .20,20,02 yyyy =−  

2. .0346 =+− yyy  

3. .012122 =+− yyy  

Варіант 42.22 

1. ( ) ( ) .10,10,023 ===++ yyyyy  

2. .01881 =+− yyy  

3. .0172 =+− yyy  

Варіант 42.23 

1. ( ) ( ) .10,20,0103 ===−− yyyyy  

2. .020100 =+− yyy  

3. .0256 =+− yyy  

Варіант 42.24 

1. ( ) ( ) .
4

1
0,00,0374 −===+− yyyyy  

2. .06110 =++ yyy  

3. .0444121 =+− yyy  
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Варіант 42.25 

1. ( ) ( ) .10,30,044 −===+− yyyyy  

2. .0158 =+− yyy  

3. .0217 =++ yyy  

Варіант 42.26 

1. ( ) ( ) .20,10,0373 ===++ yyyyy  

2. .049 =+ yy  

3. .049284 =+− yyy  

Варіант 42.27 

1. ( ) ( ) .40,10,084 ===++ yyyyy  

2. .0145 =−− yyy  

3. .04,244,1 =+− yyy  

Варіант 42.28 

1. ( ) ( ) .50,10,03532 ===−− yyyyy  

2. .05814 =+− yyy  

3. .043681 =+− yyy  

Варіант 42.29 

1. ( ) ( ) .30,30,02213 =−==+− yyyyy   

2. .081 =+ yy  

3. .022530 =+− yyy  

Варіант 42.30 

1. ( ) ( ) .20,10,065 ===− yyyy  

2. .0262 =+− yyy  

3. .025,65 =+− yyy  

Завдання 4.3 Знайти загальний або частинний розв’язок лінійних 

неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами. 
 

Варіант 43.01 

1. ( ) ( ) .
8

3
0,

32

29
0,145 2 −==+=+− yyxyyy  

2. .2sin84 xyy =+  

Варіант 43.02 

1. ( ) ( ) .110,30,14420208 2 ==++=+− yyxxyyy

2. .2cos2sin23 xxyyy +=++  

Варіант 43.03 

1. ( ) ( ) .40,00,84 ===+ yyxyy  

2. .cos9 3 xeyy x=−  

Варіант 43.04 

1. ( ) ( ) .
5

8
0,

5

1
0,544 3 ===++ yyeyyy x  

2. .sin23 xyyy =+−  

Варіант 43.05 

1. ( ) ( ) .00,
3

1
0,32 2 =−==−− yyeyyy x  

2. .93 xyy =+  

Варіант 43.06 

1. ( ) ( ) .20,00,sin44 ===+ yyxyy  

2. .32 4xeyyy =−−  

Варіант 43.07 

1. ( ) ( ) .20,10,2 2 ==−=− yyxxyy  

2. .2cos22sin422 xxyyy +=++  

 

Варіант 43.08 

1. ( ) ( ) .00,00,2 ===+ yyxyy  

2. .sin22

2

2

ktkxk
dt

xd
=+  

Варіант 43.09 

1. ( ) ( ) .5,60,40,95102 ==+=+− yyxyyy  

2. .sin2 2 mxymymy =+−  

Варіант 43.10 

1. ( ) ( ) .30,40,4 −===+ yyeyy x   

2. .2222 3 −=++ xyyy  

Варіант 43.11 

1. ( ) ( ) .10,
3

1
0,2cos =−==+ yyxyy  

2. .445 22 xeyyy x=+−  

Варіант 43.12 

1. ( ) ( ) .01,11,22 =−==− yyeyy x  

2. .sin4 xyy =+  

Варіант 43.13 

1. ( ) ( ) .60,20,3552 ==+=+− yyxyyy  

2. .32 2xeyyy x=−+  

Варіант 43.14 

1. ( ) ( ) .30,40,4 −===+ yyeyy x  

2. .3sin1365 xyyy =+−  
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Варіант 43.15 

1. ( ) ( ) .
9

1
0,

10

1
0,cos3 −=−=+=− yyxxyy  

2. .44 2xxeyyy =++  

Варіант 43.16 

1. ( ) ( ) .20,10,2 −===+− yyeyyy x  

2. .2sin2084 xyyy =++  

Варіант 43.17 

1. ( ) ( ) .40,00,384 ==+=− yyxyy  

2. .3cos9 xeyy x=+  

Варіант 43.18 

1. ( ) ( ) .00,10,32 2 ==+=++ yyxxyyy  

2. .cossin223 xxyyy +=+−   

Варіант 43.19 

1. ( ) ( ) .110,30,14420208 2 ==++=+− yyxxyyy  

2. .cossin223 xxyyy +=++  

Варіант 43.20 

1. ( ) ( ) .
27

1
0,

3

4
0,396 2 ==+−=+− yyxxyyy  

2. .84 4xeyy =+  

Варіант 43.21 

1. ( ) ( ) .00,20,24552 2 ==+−=+− yyxxyyy  

2. .63 3xeyy =−  

Варіант 43.22 

1. .334 2 xxyyy +=−+  

2. ( ) ( ) .40,20,8 ===− yyeyy x  

Варіант 43.23 

1. ( ) ( ) .100,sin4 ===+ yyxyy  

2. .151624127 2 −+=++ xxyyy   

Варіант 43.24 

1. ( ) ( ) ( ) .000,71265 ==−=+− − yyexyyy x  

2. .cos22sin452 xxyyy +=++  

Варіант 43.25 

1. ( ) ( ) ( ) .000,32 2 ==−+=− yyexxyy x  

2. .32168 xyyy =+−  

Варіант 43.26 

1. ( ) ( ) .00,10,cos4sin42 ==+=+− yyxxyyy  

2. .249 2xyy −=+  

Варіант 43.27 

1. ( ) ( ) .10,00,363 2 ==−=− yyxyy  

2. .cossin xxyy −=+  

Варіант 43.28 

1. ( ) ( ) .20,10,162 ===+− yyeyyy x  

2. .3466 2 +−=−− xxyyy  

Варіант 43.29 

1. ( ) ( ) .00,10,526134 ==+=+− yyxyyy  

2. .sin32 xyyy =++  

Варіант 43.30 

1. ( ) ( ) .20,10,423 ==−=+− yyeyyy x  

2. .2449
3

xyy −=+  

 

Зразки виконання індивідуальних домашніх завдань 

Приклад 1 Знайти загальний або частинний розв’язок (інтеграл) 

диференціальних рівнянь першого порядку. 

1 
y

x
yy

21−
= . 

2 .
x

y

y

x
y +=  

3 xytgxy sec=− , у(0) = 0. 

Розв’язання.    

1 Розв`яжемо рівняння відносно y : .
21
2y

x
y

−
=  Отримаємо рівняння типу  

)()( 21 yfxfy = ,  оскільки   .
1

)21(
21

22 y
x

y

x
−=

−
 Замінимо  y  на 

dx

dy
, тоді  

2

21

y

x

dx

dy −
= . 

Помноживши обидві частини на y2dx, одержимо рівняння з 

відокремленими змінними 



 65 

y2dy = (1-2x)dx, 

інтегруючи яке, знаходимо Cxx
y

+−= 2
3

3
 (загальний інтеграл) 

або, розв`язавши відносно  у, 3 233 xxCy −+=   (загальний розв’язок). 

2 Це рівняння типу ,







=

x

y
y   тобто однорідне відносно змінних х і у 

диференціальне рівняння першого порядку.  

Зробимо заміну )(xu
x

y
= , звідки y = ux, а  .uxuy += . Підставляючи ці 

вирази в дане рівняння, отримаємо 

u
u

uxu +=+
1

        або      
udx

du
x

1
= , 

а після відокремлювання змінних 
x

dx
udu =  .  Інтегруючи цю рівність, знаходимо   

Cx
u

ln
2

1
ln

2

2

+=  або 22 ln Cxu = . Повертаючись до у, отримаємо загальний інтеграл 

вихідного рівняння   2

2

2

ln Cx
x

y
= ,   а, розв`язавши  відносно у, – загальний 

розв`язок рівняння 

.ln 2Cxy =  

3 Задане рівняння є лінійне неоднорідне диференціальне рівняння першого 

порядку. Знайдемо спочатку його загальний розв`язок. Для цього покладемо  y = 

uv,  uvvuy +=   і підставимо знайдені вирази в рівняння 

xuvtgxuvvu sec=−+    або   .sec)( xvtgxvuvu =−+  

Тоді 

1. ;0=− vtgxv      2. ;sec xvu =  

;vtgx
dx

dv
=           ;

cos

1

cos

1

xx
u =  

;tgxdx
v

dv
=          1;u =  

;coslnln xv −=          u = x + C. 

( ) .
cos

1
cos

1

x
xv ==

−  

( )
x

Cxuvy
cos

1
+==   - загальний розв`язок. 

При х=0 і у=0 знаходимо значення довільної сталої С 

( ) .0
0cos

1
00 =+= CC  

Отже, шуканий частинний розв`язок рівняння буде мати наступний вигляд: 

.
cos x

x
y =  

Приклад 2 Знайти загальний або частинний розв’язок лінійних 

однорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

1  .10)0(;6)0(;034 ===+− yyyyy  
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2  .02 =+− yyy  

3 .0136 =++ yyy  

Розв’язання.  

1 Спочатку знайдемо загальний розв`язок рівняння. Для цього складемо 

характеристичне рівняння к2–4к+3 = 0. Його корені к1 = 1 і к2 = 3 дійсні й різні, 

тому загальний розв`язок має вигляд .3

21

xx eCeCy +=  Диференціюючи у, 

отримаємо .3 3

21

xx eCeCy +=  Використовуючи початкові умови, знаходимо 

значення С1 і С2 із системи рівнянь: 





+=

+=

.310

,6

21

21

CC

CC
 

Розв’язуючи систему, одержимо С1 = 4,  С2 = 2. Підставляючи ці значення 

в загальний розв`язок, знаходимо шуканий частинний розв`язок  

у = 4ех + 2е3х. 

2 Складемо характеристичне рівняння к2 –2к +1=0.  

Оскільки к2 –2к +1=(к-1)2=0, к1=к2 =1. Корені характеристичного рівняння 

дійсні й рівні, тому загальний розв`язок запишемо у вигляді  

у = (С1 + С2 х)ех. 

3 Складемо характеристичне рівняння к2+6к+13=0. Його корені знайдемо 

за формулою q
pp

k −−=
42

2

2,1 , згідно з якою 

.23434313932,1 iik −=−=−−=−−=  

Корені характеристичного рівняння  комплексно-спряжені (к1,2=і). 

Отже,   = - 3;  = 2. Тоді загальний розв`язок даного рівняння набуде вигляду 

( ).2sin2cos 21

3 xCxCey x +=  

Приклад 3 Знайти загальний або частинний розв’язок лінійних 

неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами. 

1 .22 xeyyy =−+  

2 ,02sin =++ xyy  .1)()( ==  yy  

Розв’язання.  

1 Дане рівняння є ЛНДР – 2 зі сталими коефіцієнтами й спеціальною 

правою частиною. Його загальний розв`язок шукаємо у вигляді y y Y= + . Для 

знаходження 
−

y  ЛОДР – 2, яке відповідає даному ЛНДР – 2:  02 =−+ yyy . 

Складемо характеристичне рівняння  2к2+к-1=0. Його корені 1 1k = −  і 

.
2

1
2 =k  Отже,   2

1 2 .
x

xy C e C e−= +  

Підставимо  YYY ,,  в дане рівняння:  xxxx eAeAeAe 22 −+ . Права частина 
xexf 2)( =  даного рівняння є функція вигляду  ,)()( ax

n exPxf =  де  =1, а n=0, тому 
xAeY =  бо   к1,2. Диференціюючи Y  двічі, отримаємо  ., xx AeYAeY ==  Звідки 

знаходимо А = 1. Отже, xeY = , а загальний розв`язок вихідного рівняння 
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.2
21

x

x

x eeCeCy ++= −  

2 Зведемо рівняння до загального вигляду: xyy 2sin−=+ . Далі, 

розв’язуючи його відповідним методом, будемо мати: y y Y= + ; 

;0=+ yy   к2+1= 0;  к1,2=  і;  ;1;0 ==   

1 2cos siny C x C x= + . 

Оскільки  xxf 2sin)( −= , то  )2(2 2,1kibib ==  і тому 

xNxMY

xNxMY

xNxMY

2sin42cos4

2cos22sin2

2sin2cos

1

0

1

−−=

+−=

+=

  .

3

1
;13

;0;04

2sin

2cos

=−=−

==−

NNN

MMM

x

x
 

Отже,  xY 2sin
3

1
=  і загальний розв’язок неоднорідного рівняння набуде 

вигляду: xxCxCy 2sin
3

1
sincos 21 ++= . 

Знаходимо  .2cos
3

2
cossin 21 xxCxCy ++−=  Враховуючи початкові умови: 

при  ,1; === yyx   отримаємо систему 








+−=

−=

,
3

2
1

,1

2

1

C

C

 

розв’язавши яку, знаходимо  
1 1C = − , .

3

1
2 −=C  Підставляючи числові значення С1  

і С2 в загальний розв`язок, одержимо шуканий частинний розв`язок 

.2sin
3

1
sin

3

1
cos xxxy +−−=  
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