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ВСТУП 
 

 Дисципліна „Вища та прикладна математика” є фундаментом 
математичної освіти бакалавра, що має важливе значення для успішного 
вивчення як дисциплін загальної підготовки, так і професійно орієнтовних 
дисциплін, які передбачено навчальним планом спеціальності «Менеджмент». 

Основною формою навчання студента заочної форми здобуття освіти є 
самостійна робота над вивченням навчального матеріалу, яка передбачає: 
вивчення матеріалу за підручниками, навчально-методичними 
посібниками, текстами лекцій, розв’язання задач, виконання контрольних 
робіт, самоперевірку знань. 

Мета даного видання – надання допомоги студентам заочної форми 
здобуття освіти в організації самостійної роботи під час вивчення таких тем з 
дисципліни «Вища та прикладна математика», як: «Лінійна та векторна 
алгебри», «Аналітична геометрія», «Диференціальне числення функцій однієї 
змінної», «Інтегральне числення функцій однієї змінної» та «Диференціальні 
рівняння».  

Видання містить програму навчальної дисципліни, варіанти для 
виконання контрольних робіт, зразки виконання контрольних робіт. Зміст, 
повнота й рівень складності запропонованих завдань, відповідають рівню вимог 
до математичної підготовки студентів спеціальності 073 «Менеджмент». 

Контрольні роботи №1 і №2 повинні виконуватися в одному зошиті, на 
обкладинці якого студенту слід розбірливо написати своє прізвище, ініціали, 
шифр, номер контрольної роботи і назву дисципліни. 

Розв’язання завдань необхідно проводити в тій же послідовності, яка 
наводиться в умовах задач. При цьому умова завдання повинна бути повністю 
переписана перед її розв’язанням. 
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ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 

 

Модуль 1 (1-й семестр) 

Змістовий модуль1. Лінійна алгебра. Векторна алгебра. Аналітична 
геометрія. Вступ до математичного аналізу. Диференціальне числення 
функцій однієї змінної. Функції багатьох змінних. 

 
Тема 1. Матриці. Визначники. Системи n-лінійних рівнянь з n 

невідомими. 
Тема 2. Системи n-лінійних рівнянь з m невідомими. Теорема Кронекера- 

Капеллі. Метод Гауса і Жордана-Гауса. 
Тема 3. Векторна алгебра. 
Тема 4. Аналітична геометрія на площині. 
Тема 5. Аналітична геометрія у просторі. 
Тема 6. Вступ в математичний аналіз. 
Тема 7. Похідна функції однієї змінної. 
Тема 8. Застосування похідної функції однієї змінної. 
Тема 9. Функції багатьох змінних. 

 
Змістовий модуль 2. Невизначений інтеграл. Застосування 

визначеного інтегралу. Диференціальні рівняння. Ряди. 
 

Тема 10. Невизначений інтеграл. 
Тема 11. Інтегрування раціональних дробів, тригонометричних і 

ірраціональних виразів. 
Тема 12. Визначений інтеграл. 
Тема 13. Застосування визначеного інтеграла. 
Тема 14. Диференціальні рівняння першого порядку. 
Тема 15. Диференціальні рівняння другого порядку. 
Тема 16. Лінійні однорідні та неоднорідні диференціальні рівняння зі 

сталими коефіцієнтами. 
Тема 17. Числові ряди. 
Тема 18. Функціональні ряди. 
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Контрольна робота №1 
«Лінійна та векторна алгебра. Аналітична геометрія.  

Диференціальне числення функцій однієї змінної» 
 

Завдання 1.1  Розв’язати систему лінійних рівнянь  
 1)  методом Крамера; 

           2)  за допомогою оберненої матриці. 
 Виконати перевірку.  
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          Завдання 1.2 Задана піраміда, координатами вершин якої є А1, А2, А3, А4 
(координати точок наведено в таблиці 1). Методами векторної алгебри 
обчислити: 

1) довжину ребра А1А2; 
2) кут між ребрами  А1А2 і А1А4;  
3) проекцію вектора 31 АА  на вектор 41 АА ; 

 4) площу грані А1А2А3 ; 
 5) об’єм піраміди.   

Таблиця 1 

Номер варіанту А1 А2 А3 А4 
  1 (4;2;5) (0;7;2) (0;2;7) (1;5;0) 
2 (4;4;10) (4;10;2) (2;8;4) (9;6;9) 
3 (4;6;5) (6;9;4) (2;10;10) (7;5;9) 
4 (3;5;4) (8;7;4) (5;10;4) (4;7;8) 
5 (10;6;6) (-2;8;2) (6;8;9) (7;10;3) 
6 (1;8;2) (5;2;6) (5;7;4) (4;10;9) 
7 (6;6;5) (4;9;5) (4;6;11) (6;9;3) 
8 (7;2;2) (5;7;7) (5;3;1) (2;3;7) 
9 (8:6;4) (10;5;5) (5;6;8) (8;10;7) 

10 (7;7;3) (6;5;8) (3;5;8) (8;4;1) 
11 (2;0;0) (-2;0;-1) (1;4;2) (3;0;6) 
12 (1;2;3) (2;0;0) (3;2;5) (4;0;0) 
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13 (-2;0;2) (0;0;4) (3;2;5) (-1;3;2) 
14 (3;0;6) (1;-3;2) (3;2;5) (2;2;5) 
15 (-2;1;0) (3;2;7) (2;2;5) (6;1;5) 
16 (-1;3;0) (2;0;0) (4;-1;2) (3;2;7) 
17 (6;1;5) (5;1;0) (-4;1;-2) (-6;0;5) 
18 (1;-1;6) (-5;-1;0) (4;0;0) (2;2;5) 
19 (0;4;-1) (3;1;4) (-1;6;1) (-1;1;6) 
20 (8;5;8) (3;3;9) (6:9; I) (1;7;3) 
21 (6;4;8) (3;5;4) (5:8:3) (1;9;9) 
22 (3;6;7) (2;4;3) (7;6;3) (4;9;3) 
23 (6;9;2) (9;5;5) (-3;7;1) (5;7;8) 
24 (3;9;8) (0;7;1) (4;1;5) (4;6;3) 
25 (5;8;2) (3;5;10) (3;8;4) (5:5;4) 
26 (1;2;6) (4;2;0) (4;6;6) (6;1;1) 
27 (7;9;6) (4;5;7) (9;4;4) (7;5;3) 
28 (6;6;2) (5;4;7) (2;4;7) (7;3;0) 
29 (3;1;4) (-1;6;1) (-1;1;6) (0;4;-1) 
30 (1;-2;l) (0;0;4) (1;4;2) (2;0;0) 

 

Завдання 1.3   Задано координати вершин трикутника АВС, що наведено 
в таблиці 2. Методами аналітичної геометрії  

1) скласти рівняння сторони АВ; 
2) скласти рівняння висоти, яка проведена із вершини С;  
3) обчислити довжину висоти, яка проведена із вершини С; 
4) скласти рівняння прямої, яка проходить через центр ваги трикутника 

паралельно до сторони АС; 
5) обчислити площу трикутника; 
6) знайти внутрішній кут трикутника при вершині С.  

                                                           Таблиця 2 

Номер 
варіанту А В С 

Номер 
варіанту А В С 

1 (-6;-3) (-4; 3) (9;2) 16 (2;-1) (8;7) (-10;4) 
2 (-3;1) (-1;7) (I2;6) 17 (5;-3) (1;0) (7;2) 
3 (-1;3) (1;9) (4;7) 18 (4;-б) (2;2) (-2;-1) 
4 (0;0) (2;6) (7;2) 19 (3;4) (-1;7) (-4;0) 
5 (-2;-6) (0;0) (3;-2) 20 (1;-2) (7;6) (0;2) 
6 (-2;-5) (6;2) (0;0) 21 (2;-1) (-2;-3) (-6;4) 
7 (-2; 0) (-4;-7) (5;5) 22 (5;-8) (3;-2) (-3;-6) 
8 (1;2) (3;8) (-4;-I) 

 

23 (8;-2) (-6;-5) (0;4) 



8 
 

9 (4;4) (1;-3) (9; 0) 24 (7;5) (3;2) (4;0) 
10 (5;6) (7;2) (-6; 0) 25 (3;-7) (6;0) (1;1) 
11 (-6;-4) ( -1;2) (6;1) 26 (5;3) (-1;-2) (-3;7) 
12 (2;0) (7;2) (0;5) 27 (3;1) (-2;8) (-5;3) 
13 (-2;-б) (-6;-3) (10;-1) 28 (9;2) (-5;7) (0;-3) 
14 (-2;1) (-2;1) (-4;7) 29 (-3;-3) (3;1) (-1;4) 
15 (2;-4) (-2;-1) (4; I) 30 (7;9) (-2;0) (-3;2) 

 

Завдання 1.4 Задана піраміда, координатами вершин якої є точки А1, А2, 
А3, А4 (наведено в таблиці 3). Потрібно: 

1) скласти рівняння ребра А1А2; 
2) скласти рівняння площини А1А2 А3;  
3) скласти рівняння висоти, що опущена із вершини А4 на площину 

А1А2А3; 
4) обчислити кут між ребром А1А4  і гранню А1А2 А3.   

  Таблиця 3 

Номер 
варианта А1 А2 А3 А4 

1 (2;0;0) (-2;0;-1) (1;4;2) (3;0;6) 
2 (-2;0;2) (0;0;4) (3;2;5) (-1;3;2) 
3 (1;2;3) (2;0; 0) (0;2;5) (4;0;0) 
4 (3;0;6) (1;-3;2) (3;2;5) (2;2;5) 
5 (-2;0;-1) (0,0;4) (1;3;2) (3;2;7) 
6 (1;-2;1) (0;0,-4) (1;4;2) (2;0;0) 
7 (-2;1;0) (3;2;7) (2;2;5) (6;1;5) 
8 (-1;3;0) (2;0;0) (4;-1;2) (3;2;7) 
9 (6;-1;5) (5,1;0) (-4;1;-2) (-6;0;5) 
10 (1;-1;6) (-5;-1;0) (4;0;0) (2;2;5) 
11 (3;1;4) (-1;6;1) (-1;1;6) (0;4;-1) 
12 (3;3;9) (6;9;1) (1;7;3) (8;5;-8) 
13 (3;5;4) (5;8;3) (1;9;9) (6;4;8) 
14 (2;4;3) (7;6;3) (4;9;3) (3;6;7) 
15 (9;5;5) (-3;7;1) (5;7;8) (6;9;2) 
16 (0,7;1) (4;1;5) (4;6;3) (3;9;8) 
17 (5;5;4) (3;8;4) (3;5;10) (5;8;2) 
18 (6;1;1) (4;6;6) (4;2;0) (1;2;6) 
19 (7;5;3) (9;4;4) (4;5;7) (7;9;6) 
20 (6;6;2) (5;4;7) (2;4;7) (7;3;0) 
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Завдання 1.5  Визначити похідні першого порядку функцій. 

Варіант 1 
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Варіант 11 
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1. 2arcsiny x  

2. 
2 2

2 2 1x y
a b

   

3. (1 sin )
cos

x
y

 
 

 
 

 

Варіант 13 
1. 2(5 1)sin 2y x x   

Варіант  14 
1. 2ln(1 2 cos )y x x    

Варіант 15 
1. 2 2xy x e  

21 (4;2;5) (0;7;1) (0;2;7) (1;5;0) 
22 (4;4;10) (7;10;2) (2;6;4) (9;6;9) 
23 (4;6;5) (6;9;4) (1;10;10) (7;5;9) 
24 (3;5;4) (8;7;4) (5;10;4) (4;7;8) 
25 (10;6;6) (-2;6;2) (6;8;9) (7;10;3) 
26 (1;8;2) (5;2;6) (5;7;4) (4;10;9) 
27 (6;6;5) (4;9;5) (4;6;11) (6;9;3) 
28 (7;2;2) (5;7;7) (5;3;1) (2;3;-7) 
29 (8;6;4) (10;5;5) (5;6;8) (8;10;7) 
30 (7;7;3) (6;5 ;8) (3;5;8) (8;4,1) 
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3. 
2

arcsin
ln(1 )

x t
y t



 

 

Варіант 16 

1. 
2

1
xy

x



 

2. ln ln 1x y y x   

3. cos
sin

t

t

x e t
y e t

 



 

Варіант  17 
1. y = )

5
arcsin(cos

3
1 3 x  

2. arcsiny x y   

3. 3cos
4 ln

x t
y t


 
 

Варіант 18 

1. 
2

(2ln 3)
4
xy x   

2. 2 cos( )x y xy   

3. 
2

2

1
1

1

x t
ty

t

  

 




 

Варіант 19 
1. 1 2sin 3 cos3

9 27
y x x x    

2. 2 10yxe x   

3. 
2

arccosx t

y t t

 


 
 

Варіант 20 
1. cos3xy e x  

2. ln 0yy
x

   

3. 
2

2

1
1

1

x t
ty

t

  

 




 

Варіант  21 
1. 3 2ln 1y x   
2. xy ctgy  

3. 
3

3

1
3

x e
y e



 

  


 
 

Варіант  22 
1. ( ) lnf x arctg x  
2. 2 22 1 0x xy    

3. 
ln

ln
x t t

ty
t







 

Варіант  23 
1. 2( ) (3 4) xf x x e   
2. cos( )y x y   

3. 
ln

1
1

x t

y
t





 

 

Варіант 24 
1. 2( ) ln(2 7)f x x   
2. 3 3 3 0y x xy    

3. 
2

(2 1)

tx e
y arctg t

 


 
 

Варіант 25 
1. 2

1
3 2

y
x x


 

 

2. ye xy e   

3. 2ln 2cos
2

2sin

tx ctg t

y t

  

 

 

Варіант 26 
1. 22 arcsin

2 2
x xy x    

2. 2 2 3 0y xy    

3. 
2

2

2

1

1

tx
t

ty
t

  

 
 

 

Варіант  27 
1. 2( )y arctgx  
2. lny x y   

3. 
3

2

1

3 1
2 2

tx
t

y
t t

 

  


 

Варіант  28 
1. 3

1
1

y
x




 

2. cos( )xy x   

3. 
24

2
2sin 3cos

tx tg

y t t

 

  

 

Варіант 29 
1. 2( ) sin 5xf x e x  
2. 3 3 3 1y y x    

3. 
2

2

2

2
1
1
1

tx
t
ty
t

  


 
 

 

Варіант 30 
1. arcsin

2
xy   

2. 3 2 2 0x x y y    

3. 

sin
1 cos

cos
1 cos

x

y
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 Завдання 1.6 Провести повне дослідження функції та побудувати її 
графік. 

 Варіант 1  

2 1
xy

x



 

Варіант 2 
2ln(2 3)y x   

Варіант 3 

2( 1)
xy

x



 

Варіант 4 

2

2 1
( 1)

xy
x





 
Варіант 5 

2

2 1
xy

x



 

Варіант 6 
3

22( 1)
xy

x



 

Варіант 7 
3 16xy

x


  

Варіант 8 
22

1
xy
x
    

 

Варіант 9 
3

2

1
4

xy
x


  

 Варіант 10  

2

2
1

y
x x


 

 
Варіант 11 

3

2 2 3
xy

x x


 
 

Варіант 12 

3 1
xy x

x
 


 

Варіант 13 
3

2

8
2

xy
x


  

Варіант 14 

2

4
4

xy
x




 
Варіант 15 

2xy xe  

Варіант 16 

2

1
2

y
x x




 
Варіант 17 

2ln( 2 2)y x x    
Варіант 18 

3

2 9
xy

x



 

Варіант 19 
34 5xy
x


  

Варіант 20 
1

2 xy e   

Варіант 21 
2 1xy
x


  

Варіант 22 
lny x x  

Варіант 23 
2 2 2

1
x xy

x
 




 

Варіант 24 
2

2 4
xy

x



 

Варіант 25 

2

8
( 4)

y
x x




 
Варіант 26 

2 5
3

xy
x





 

Варіант 27 
22( 4) xy x e   

Варіант 28 
3

2

1xy
x


  

Варіант 29 

2

1
2

xy
x x





 

Варіант 30 
4 3xy
x


  

 

Зразок виконання контрольної роботи №1 

Завдання 1.1 Розв’язати систему лінійних рівнянь 












.3465
;1254
;2233

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 1)  методом Крамера; 
           2)  за допомогою оберненої матриці. 

 Виконати перевірку. 
      Розв’язання.    



12 
 

    1) Розв’яжемо систему рівнянь методом Крамера. Для цього 
обчислюємо методом трикутників визначники:  - головний визначник 
системи; 1x , 2x , 3x  – додаткові визначники системи (визначники, що 
утворюються з головного визначника послідовною заміною першого, другого й 
третього стовпця відповідно стовпцем вільних членів системи рівнянь).  

            4344623552352642453
465
254
233






 ; 

            4314622352323612452
463
251
232

1 




x ; 

4244233512225342413
435
214
223

2 x ; 

            4343613552315642353
365
154
233

3 




x , 

тоді   

1
4
41

1 








xx ,  1

4
42

2 








xx ,  1

4
43

3 








xx . 

 2) Розв’яжемо систему рівнянь за допомогою оберненої матриці. Для 
цього запишемо систему в матричній формі: BXA  , 
де 






















465
254

233
A ,   


















3

2

1

x
x
x

X ,   

















3
1
2

B  

(А – матриця коефіцієнтів системи,  Х – стовпець невідомих,  В – стовпець 
вільних членів).   
 Розв’язок системи знаходимо за формулою 1 ,X A B   де  1A – матриця, 
що є оберненою до матриці системи. Оскільки матриця А – квадратна та 
визначник матриці  04det  A , отже, обернена матриця 1A  існує та 
знаходиться за формулою  





















332313

322212

312111
1 1

AAA
AAA
AAA

A ,   

де  
Аij = (-1)i+jMij, 

Mij - мінор, що відповідає елементу аij матриці А. 
 Обчислимо алгебраїчні доповнення  Аij для кожного елементу матриці А: 
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       8
46
25

1 11
11 




 A ;       0
46
23

1 12
21 




 A ;       4
25
23

1 13
31 




 A ; 

  6
45
24

1 21
12  A ;        2

45
23

1 22
22  A ;       2

24
23

1 23
32  A ;      

  1
65
54

1 31
13 




 A ;       3
65
33

1 32
23 




 A ;       3
54
33

1 33
33 




 A , 

тоді    

             
  









































































































1
1
1

4
4
4

4
1

331321
321226
341028

4
1

3
1
2

331
226
408

4
1X  .            

 Аналогічна відповідь була одержана при розв’язанні системи методом 
Крамера: 1321  xxx .  
      Виконаємо перевірку одержаного результату, підставляючи значення 

змінних у вихідну систему:  












,3141615
;1121514
;2121313
         













.33
;11
;22
 

      Відповідь:  11 x ,  12 x ,  13 x . 
 

Завдання 1.2 Задана піраміда, координатами вершин якої є   1;2;11 A , 
 4;0;02A ,  2;4;13A ,  0;0;24A . Методами векторної алгебри обчислити: 

1) довжину ребра А1А2; 
2) кут між ребрами  А1А2 і А1А4;  
3) проекцію вектора 31 АА  на вектор 41 АА ; 

 4) площу грані А1А2А3 ; 
 5) об’єм піраміди (рис. 1.1).   

A1

A2

A3

A4



 
Рисунок 1.1 

 
Розв’язання.    

      1) Знайдемо координати вектора 21AA :                         
      321142010

1121221 ;;;;zz;уу;ххAA AAАААА 2
 . 
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Тоді довжина ребра 21AA  піраміди буде дорівнювати модулю вектора 21AA :             

  14321 222
21 AA  (одиниць). 

 2) Позначимо кут між ребрами 21AA  і 41AA  через  , тоді 

4121

4121cos
AAAA
AAAA




 . 

 Координати вектора     1;2;110;20;1241 AA ,  

  6121 222
41 AA  (од). 

 Скалярний добуток      01322114121  AAAA . 

 Отже, 0
614

0cos 


  90 , тобто ребра 21AA  і 41AA  

перпендикулярні. 
 3) Обчислюємо координати векторів  

    1;2;110;20;1241 AA ,     .1;6;012;24;1131 AA  
 Обчислюємо проекцію вектора 31 АА  на вектор 41 АА за формулою: 

  .
6

11
)1(21

116201
222

41

4131
31

41










AA

AAAA
AAnp

AA  

 4) Оскільки векторним добутком векторів є вектор, довжина якого 
дорівнює площі паралелограма, побудованого на цих векторах у якості сторін, 
тоді площа грані 321 AAA  дорівнює половині векторного добутку векторів  21AA  

і 31AA  (рис. 1.2), тобто S = n
2
1 . 

 Вектор      1;6;012;24;1131 AA .       
 

A1 A2

A3

3121 AAAAn 

 
Рисунок 1.2 

 
 Координати вектора n  визначимо, користуючись теоремою Лапласа про 
розвинення визначника за елементами першого рядку. 
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kjikji
kji

AAAAn




616
60
21

10
31

16
32

160
3213121 





 , 

тобто  6;1;16 n ;      2933612566116 222 n . 

 Таким чином,   293
2
1

321
AAAS  (кв.од.). 

 5) Мішаним добутком векторів є число, що дорівнює об’єму 
паралелепіпеда, який побудований на цих векторах, а об’єм тетраедра дорівнює 
шостої частини об’єму цього паралелепіпеда (рис. 1.3).  
 Таким чином, об’єм  піраміди обчислюється за формулою  

4131216
1 AAAAAAV  . 

 

A1

A2

A3

A4



 
Рисунок 1.3 

 
 Обчислюємо мішаний добуток векторів 413121 AAAAAA : 

   

  ;8168
16
32

11

12
16

11
121
160
321

z-zy-x-x

13

11

141414

131313

121212

413121



















y
zzууxx
zzyyхх

AAAAAA

 

88413121 AAAAAA            
3
118

6
1

V  (куб.од.). 

Завдання 1.3 Задано координати вершин трикутника АВС: А(3;-2), В(1;4), 
С(-2;1). Методами аналітичної геометрії  

1) скласти рівняння сторони АВ; 
2) скласти рівняння висоти, яка проведена із вершини С;  
3) обчислити довжину висоти, яка проведена із вершини С; 
4) скласти рівняння прямої, яка проходить через центр ваги трикутника 

паралельно до сторони АС; 
5) обчислити площу трикутника; 
6) знайти внутрішній кут трикутника при вершині С (рис.1.4).  
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Рисунок 1.4 
 

Розв’язання.    
 1) Запишемо рівняння прямої, що проходить через дві точки А(х1,у1) і 
В(х2,у2 : 

12

1

12

1
yy
yy

xx
xx






 . 

 Для А(3;-2), В(1;4) маємо:  
 
 24

2
31
3






 yx    

6
2

2
3 



 yx ;     233  yx  

 073  yx  – загальне рівняння прямої  АВ; 
 73  xy  – рівняння прямої  АВ  з кутовим коефіцієнтом,  3ABk . 
 2)  Складаємо рівняння прямої ABCD . 

 Із умови перпендикулярності прямих маємо:  
AB

CD k
k 1

      
3
1

CDk .   

 Запишемо рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, що проходить через 
точку С(x0;y0):  

.)xx(kyy 00   

 Для С(-2;1) маємо:  )2(
3
11  xy , тобто 053  yx  – загальне 

рівняння прямої  СD.   
 3)  Довжину висоти  СD знайдемо як відстань від точки С(x0;y0) до прямої  

АВ за формулою 
22

00

BA

CByAx
d




 , де 0 CByAx   – рівняння прямої  АВ. 

5
106

10
12

13

71)2(3
22





d  (од.). 

 4) Координати точки М – центра ваги трикутника обчислюємо як середнє 
арифметичне координат його вершин:  

 

A 

y 

x 

B 

D 

C 

K 

 

1 2 3 

1 

2 

3 

4 

-1 

-2 

-3 

-1 -2 -3 
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3
CBA

М
xxx

х


 ,  
3

CBA
М

yyy
y


 . 

3
2

3
213



Мх ,  1

3
142



Мy ,  тобто 






 1;

3
2M . 

Кутовий коефіцієнт прямої  АС:    
AC

AC
АС xx

yyk



 ,   
5
3

32
21





ACk . 

Кутовий коефіцієнт прямої, що паралельна прямій АС, також дорівнює   

5
3

 . 

Таким чином, рівняння прямої, що проходить через точку 





 1;

3
2M  і має 

кутовий коефіцієнт 
5
3

k , буде мати вигляд: )
3
2(

5
31  xy ;  

0753  yx  –  загальне рівняння шуканої прямої. 
5) Для обчислення площі трикутника знайдемо довжину сторони АВ: 

.10240)24()31( 22 AB  

Тоді 12
5
106102

2
1

S  (кв. од.). 

 6) Тангенс кута   (кута між прямими АС і ВС) знаходимо за формулою 

ACBC

ACBC
kk

kktg





1
 . 

5
3

ACk ;   1
12

41










BC

BC
BC xx

yyk      4

5
311

5
31





tg ,    764  arctg . 

 Завдання 1.4 Задана піраміда, координатами вершин якої є точки      
А1(3;-4;2),  А2(4;1;-3), А3(2;-1;-2), А4  (-1;2;1).  Потрібно: 

1) скласти рівняння ребра А1А2; 
2) скласти рівняння площини А1А2 А3;  
3) скласти рівняння висоти, що опущена із вершини А4 на площину 

А1А2А3; 
4) обчислити кут між ребром А1А4  і гранню А1А2 А3.   
Розв’язання.    

 1) Запишемо рівняння прямої, що проходить через дві точки А(х1,у1,z1) і 
В(х2,у2, z2) :  

.
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












 

 Для  А1(3;-4;2),  А2(4;1;-3) маємо:  
 
  23

2
41
4

34
3










 zyx    .

5
2

5
4

1
3








 zyx  
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          2) Рівняння площини, що проходить через три задані точки:  1111 ;; zyxA , 
 2222 ;; zyxA ,  3333 ;; zyxA , знаходять за формулою 

0

131313

121212

111






zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
. 

Підставимо координати заданих точок у вищенаведене рівняння: 

0
424132
234134

243




 zyx

;       0
231
551
243




 zyx

. 

Запишемо розвинення визначника за елементами першого рядку: 

0
31
51

)2(
21
51

)4(
23
55

)3( 









 zyx ; 

0)2(8)4(3)3(25  zyx ; 
0798325  zyx  – рівняння площини А1А2А3. 

3) Канонічні рівняння прямої, що проходить через задану точку 
 000 ;; zyxM  з напрямним вектором   pnms ;; , мають вигляд  

p
zz

n
yy

m
xx 000 





 . 

Нормальний вектор площини  А1А2А3  –   8;3;25n  є напрямним вектором 
висоти, що опущена із вершини А4 на площину А1А2А3, тобто  
   8;3;25;; pnms , тоді рівняння висоти має вигляд: 

8
1

3
2

25
1 





 zyx . 

4) Знаходимо кут між ребром А1А4  і гранню А1А2 А3 за формулою  

222222
sin

pnmCBA
CpBnAm




   . 

Через те, що нормальний вектор площини  8;3;25n  і напрямний вектор 
прямої    1;6;4;; pnms , маємо 

.47,0
53698

90
13616649625

)1(863)4(25
sin 







  

 

Завдання 1.5  Визначити похідні першого порядку функцій. 
1. 22 arcsin

2 2
x xy x                            

2. sin( ) 0y x y x    

3. cos sin
sin cos

x t t t
y t t t
 

  
. 
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 Розв’язання. Використовуючи таблицю похідних та правила 
диференціювання, знаходимо похідні функції 1. 

 1   

































2

222

22
2

2
2

2
1

2
arcsin2

2
2

2 x
xxxxxxxxy  

.2
2

2
22

24
22

22
2

1
22

2
2
1

2
1

1
2

1 2

2

2

2

2

2

22

22

2
2

2
x

x
x

x
x

x
xx

xx
xx

x

























  

 
 2 Для знаходження похідної неявної функції sin( ) 0y x y x    
диференціюємо обидві частини рівності по x : 

.01)1()cos()sin(  yyxyyxy  
 Розкриваючи дужки та групуючи доданки відносно ,y  одержуємо: 

,1)cos()cos()sin(  yxyyyxyyxy  
),cos(1))cos()(sin( yxyyxyyxy   

.
)cos()sin(

)cos(1
yxyyx

yxyy



  

 3 Для знаходження похідної параметрично заданої функції cos sin
sin cos

x t t t
y t t t
 

  
 

будемо використовувати формулу t
x

t

yy
x


 

. 

 Визначаємо похідні по t : 

.sinsincoscos
,coscossinsin

tttttty
ttttttx

t

t


  

 Тоді шукана похідна буде дорівнювати: 
.

cos
sin tgt

tt
ttyx   

 
Завдання 1.6 Провести повне дослідження функції та побудувати її 

графік. 
 Розв’язання. 

Повне дослідження функції рекомендується проводити за такою схемою: 
1  Знайти область визначення функції 
2  Встановити точки розриву та інтервали неперервності функції 
3  Дослідити функцію на парність і непарність. 
4  Знайти точки перетину графіка функції з осями координат. 
5  Знайти інтервали знакосталості функції. 
6  Знайти асимптоти. Дослідити поведінку функції поблизу точок розриву.  
7  Знайти інтервали спадання і зростання функції та екстремуми. 
8  Знайти інтервали опуклості і вгнутості графіка функції та точки перегину.  

 9  Побудувати графік функції за результатами дослідження. 
Використовуючи запропоновану схему, маємо: 
1  Знаходимо 23 0, 3x x    ;  
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       ; 3 3; 3 3;D y        . 

2  3x     і  3x    –  точки розриву; 

   ; 3 , 3; 3    і  3;    –  інтервали неперервності функції. 

3     
 

 
3 3

2 233

x xy x y x
xx

     
 

.  Отже, задана функція є непарною. Її 

графік розташований симетрично відносно початку координат, тому подальші 
дослідження досить проводити лише для  0x  . 

4  При  0x    0y  ;  при  0y    0x  , тобто графік функції проходить 
через точку  0;0O  - початок координат. 

5  0y   при  0x  ;  y    при  3x   ;   

0y    в інтервалі   0; 3   і  0y   в інтервалі   3;     (рис. 1.5). 

 

x30

0  y

 
Рисунок 1.5 

 
6  3x    –  точка розриву функції. 

 
 

3
3

223 0 3 0

3 0 3 3lim lim
3 03 3 0x x

xy
x   


    

  
; 

  
 

  

3
3 3

23 0 3 0 3 0

3 0 3 3lim lim lim
3 03 3 3 3 0 3 3 0x x x

x xy
x x x     


    

      
. 

          Отже,  3x   –  вертикальна асимптота.  
Знаходимо похилі асимптоти  y kx b  ,  де  

 
3 2

22
lim lim lim 1;

33x x x

y x xk
x xx x     

           
  

   
3 3 3

2 2 2
3 3lim lim lim lim 0

3 3 3x x x x

x x x x xb y kx x
x x x   

                      
, 

оскільки  степінь многочлена чисельника менша степеня многочлена знаменника. 
 Отже,  пряма  y x   –  похила асимптота. 

7     
 

 
 

 
 

2 2 3 2 2 2 2 23

2 2 22 2 2 2

3 3 2 9 3 2 9
'

3 3 3 3

x x x x x x x x xxy
x x x x

       
        

; 

 ' 0y x  ,  якщо  2 29 0x x  ,  звідки   0x  ,  3x   ;    
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 'y x   ,  якщо  23 0,x    звідки  3x   ,  

 max
27 93

3 9 2
y y   


  (рис. 1.6). 

 

3

0 0

екстр.
немає
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x
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    Рисунок 1.6 
 

8   
 

      
 

23 2 2 2 42 4

2 42 2

18 4 3 2 3 2 99''
3 3

x x x x x x xx xy
x x

          
   

 

     
 

  
 

22 2 2 2 4 2 2 2 4 2 4

4 42 2

2 9 2 3 4 3 9 2 3 27 9 6 2 18 2

3 3

x x x x x x x x x x x x x x

x x

          
  

 
 

 
 

 
 

2 2

3 32 2

2 27 3 6 9

3 3

x x x x

x x

 
 

 
. 

 '' 0y x  ,  якщо   0x  ;    

 ''y x    якщо 3x   . 
 0 0перегинуy y   (рис. 1.7).  

 

0

0

точка
розриву

x
''y

y
перeгин
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                                                  Рис. 1.7 
 
Зауважимо, що у зв‘язку з тим, що точка 0x   знаходиться на межі 

півінтервалу  0;   , в якому досліджується функція, виникла необхідність 

дослідити знак  'y x   і   ''y x  на півінтервалі  3; 0  .  

9  Будуємо графік функції за результатами дослідження (рис. 1.8). 
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Рисунок 1.8 
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Контрольна робота №2 
«Інтегральне числення функцій однієї змінної.  

Диференціальні рівняння» 
 

Завдання 2.1  Знайти невизначені інтеграли.   
Варіант 1 Варіант 2 Варіант 3 

1  
23

2

arctg
1

xdx
dx

x  1 2(4 1)arctg 2
dx

x x  1  
2 2sin 4 ctg

dx
x x

  

2  cos
3
xx dx  2 3xxe dx  2  2ln( 1)x x dx  

3  dx
xx

x
 


75

32
2  3 

3

2

2 5
( 4)( 3)

x x dx
x x

 
   3  

3 2

2

3 10 11 21
5 4

x x x dx
x x
  

   

4  2 2cos sinx xdx  4 4 3sin cosx xdx  4   .5sincos xdxx  

5  
3 6( 2)( 1)

dx
x x   5 

2

2 8
1

x dx
x x


 
  5  

28 2
xdx

x x 
  

Варіант 4 Варіант 5 Варіант 6 

1  cos
3

x dx
x    1  6 3 21 2x x dx   1  4

cos
sin

xdx
x  

2  2 sin 5x xdx  2    22 1 xx e dx  2 arccos3x xdx  

3   
2

6 3
( 4)( 2 1)

x dx
x x x


    3   

3 2

1
4 4

x dx
x x x


   3 

   

2

2

3 13 11
1 2

x x dx
x x

 

   

4 3cos sin 1
dx

x x   4  2

cos
sin 6sin 5

xdx
x x   4  2cos 2 cosx xdx  

5 
2

2

16 x dx
x


  5
3 2 6

3

1
3(1 )

x x dx
x

 
  5

3

3 2

( 1)x dx
x x



  

Варіант 7 Варіант 8 Варіант 9 
1  

5 4
dx

x   1  7

cos
sin

xdx
x  1  cosx xe e dx  

 
2 2 sin

3
xx dx  2   ln 5x x dx  2 arcsin 2x xdx  

3  2( 2)( 1)
dx

x x x    3  
3

2

3
6 8

x x dx
x x


   3   

3 2

1
2

x dx
x x x


   

4 cos 2 cos
3
xx dx  4 4 5sin cosx xdx  4 

3cos 2sin
dx

x x  

5 
4

dx
x x  5 

2 4 1
xdx

x x 
    5 

2

( 2)
1 4
x dx

x x


 
  

Варіант 10 Варіант 11 Варіант 12 
1  

 2 351 arctg
dx

x x
  1  

5 3ln x dx
x  1  2sin sin 2xe xdx  

2  2 arctgx xdx  2  3

cos
sin

x xdx
x  2  2 21 10 xx dx  
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3 
2

2

5 1
4

x x dx
x
 
  3  

6

3 2

1
5 4
x dx

x x x


   3 2

4
2 3 1

xdx
x x   

4 2sin 7x xdx  4 2 2cos 2sin cos sin
dx

x x x x   4 22 3cos
dx

x  

5 
2

2 4
7 13

x dx
x x



 
  5 

 3

dx
x x x  5 

2

2

3
9

x dx
x



  

Варіант 13 Варіант 14 Варіант 15 

1 2

1 ctg
sin

x
dx

x


  1 
2 2arcsin 1
dx
x x

  1  
  2tg 1 cos

dx
x x    

2 2ln( 9)x dx  2 2cos 3
xdx

x  2  3 1arcsinx dx
x  

3  
3 2

2
2 3

x dx
x x x


   3 

4

2

3
( 4 5)

x dx
x x x


   3  

3 2

2

3
( 3)( 1)
x x x dx
x x
 
   

4 5cos sin
dx
x x  4 sin cos

2 4
x x dx  4  2 3sin cos

2 2
x x dx  

5 
2

3
3 4

xdx
x x 

  5 
4

34

( 2)
( 4)

x dx
x x




   5  

1 1 2
dx

x   

Варіант 16 Варіант 17 Варіант 18 

1  
3

6

8
3 8

x

x

dx
  1 

2 3ln
dx

x x  1 3sin cosx xdx  

2  2 arctg3x xdx  2  2 3 sin 5x x xdx  2  2 1 lnx xdx  

3  
2 4 1
2 2

x x dx
x
 
  3   

3

2

1
2 1

x x dx
x x

 
   3 

5

4

1
16
x dx

x

  

4  9cos sin
2 2
x x dx  4 2 5sin cos

3 2
x x dx  4 

3 tg
dx

x  

5  
2 3 4

xdx
x x 

  5 
 

2

32 1

x dx

x 
  5 

32 1 2 1
dx

x x    

Варіант 19 Варіант 20 Варіант 21 

1  2 6 13

x

x x

e dx
e e   1 2 3( 1)

xdx
x   1  7sin 7 cos 7x xdx  

2  2 3xxe dx  2  arctg 2 3x x dx  2   2 1 cos
3
xx dx  

3 3 2

5 14
4 4

x dx
x x x


    3 

3

2

2
( 2 3)

x dx
x x x


   3  

4 3

3

2 5
9

x x dx
x x
 
  

4  2

sin
6 5cos cos

xdx
x x   4 

2 cos 2sin
dx
x x   4 2 2

cos 2
sin cos

xdx
x x  

5  
2

3
17 2

xdx
x x 

   5 
2

(2 4)
7 3

x dx
x x



 
  5 

3

4
( 4 3)

x dx
x


   

Варіант  22 Варіант  23 Варіант 24 

1  
2

3 34 6
x dx
x 

   1   32 25x xe e dx  1  ln
1 ln

x dx
x x  
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2  25 xx dx  2   ln 2 1x dx  2  1arctg x dx
x


  

3  
2

3 2

2 3
9 20

x x dx
x x x

 
   3  

5

3

2
1

x x dx
x

  3  

2

2 2

1
( 1)( 4)

x dx
x x


   

4  2 2cos 5sin 2
dx

x x   4  sin cos
12 3
x x dx  4  

6

8

sin
cos

x dx
x  

5  
2

5 3
3 4

x dx
x x


 
  5  

27 4 2
xdx

x x 
  5  

36

3

(1 )
4

x dx
x

  

Варіант 25 Варіант 26 Варіант 27 

1  
2

64 11
x dx

x
  1  32 5 3xx e dx  1 

2

cos
6 sin

xdx
x

  

2  2

lnctg
cos

x dx
x  2 sin 3 cos3x x xdx  2  3ln 1x x dx  

3  
4

3 2

1
1

x dx
x x x


    3 

3 2

3

5
8

x x dx
x
 
  3 

2

2

24
( 7 12)

x dx
x x x


     

4  2 2

2 tg 3
sin 2cos

x dx
x x


  4 

 

2

2

1 tg
1 tg

x dx
x



  4 23 4sin
dx

x  

5  
2

7 1
9 4

x dx
x x


 
  5 

 2
41

dx

x x
  5 

23(1 )
dx

x x  

Варіант 28 Варіант 29 Варіант 30 

1  
2

45 3

x

x

e dx
e

  1 
 2sin 2 3ctg

dx
x x  1  

2

2

cos sin
1 cos

x x dx
x  

2   1 arctgx xdx  2 2 sin
2
xx dx  2   

2

ln 2 1x
dx

x


  

3  
4 2

3

2 1x x dx
x x
 
  3 

3

3

1
4
x dx
x x

  3  

3

3 24 3
x dx

x x x   

4  21 5sin
dx

x  4 3 2sin 2 cos 2x xdx  4  
5cos 3sin 2

dx
x x   

5  
3

3 41 1
x dx

x 
  5 

2 10 29
xdx

x x 
  5  

6

3

1
(2 )

x dx
x x


  

 
  
 Завдання 2.2 Розв’язати задачі. 
 

Варіант 1 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою sin 2 ,
sin .

x a t
y a t


 
 

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, 
обмеженої лініями .2,0,3  xyxy  
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Варіант 2 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лінією 

2

3

3 ,
3

x t
y t t

 


 
   ;  .33  t  

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  .0,

2
,

4
,cos  yxxxy   

Варіант 3 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 322  xxy  і 13  xy . 

2 Обчислити довжину дуги кривої 
5
12 ,0

3
r e

 
   . 

Варіант 4 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою  .2sin2 r  
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  22 xxy   і .2 xy   
Варіант 5 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою  .sin2 r  

2 Обчислити довжину дуги кривої 3(2cos cos 2 ),
3(2sin sin 2 ),

x t t
y t t
 

  
 20  t . 

Варіант 6 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями xyxy  4,)2( 2  і .0y  

2 Обчислити довжину дуги кривої 
2

3

( 1),

( 3 ),
3

x a t
ay t t

  



 

 .30  t  

Варіант 7 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями ,5 2xy   .1 xy  

2 Обчислити довжину дуги кривої 

6

4

,
6

2 ,
4

tx

ty





  

  4 80  t . 

Варіант 8 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями .1,

2
1,0,2   xxyey x   

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  24 xxy   і .xy    

Варіант 9 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою  .3cos r  
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  42  xy  і .0x   
Варіант 10 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями ,2xy   ,8xy  6x .  
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2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  32 )4(  xy  і .0x   

Варіант 11 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 

3

2

,
3

4 ,
2

tx

ty





  

  і  .0y   

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  02  yx  і .422  yx  

Варіант 12 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою .2cos ar   
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями  ,tgxy   ,ctgxy   
6


x . 

Варіант 13 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями xy  6  і .5

x
y   

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої кривою 2cos ,
3sin .

x t
y t


 
 

Варіант 14 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями xxy 22   і 03 y . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями ,4xy  ,1y  ,2y  0x . 
Варіант 15 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лінією 2cos4r . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями ,xey   ,0y  .1,0  xx  
Варіант 16 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою .2cos2 r  
2 Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох дуги 

кривої ,
3

3xy   22  x . 

Варіант 17 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою .sin21 r  
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лінією 
2

3

1,
.

x t
y t t

  


 
 

Варіант 18 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями xy 92   і 2 xy . 
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2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 
3

2

,
,

x t
y t

 



  1x , 1x . 

Варіант 19 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої першим витком спіралі Архімеда 

ar   і полярною віссю. 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 24 xxy  , xy  . 
Варіант 20 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями cos2 r  і cosr . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями xy 2 , 
2
xy  . 

Варіант 21 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 2xy  , 6 yx , 0y . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу 

криволінійної трапеції, що обмежена лініями 

2

,x t
y t





  і 4y  

Варіант 22 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою )cos2(2 r . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями xy
2
32  , 122  yx . 

Варіант 23 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою 2sin2r . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями tgxy  , 0y , 
4


x , 
4


x . 

Варіант 24 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою 3sin3r . 

2 Обчислити довжину дуги кривої 5( sin ),
5(1 cos ),

x t t
y t
 

  
  t0 . 

Варіант 25 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 
2

3

,

3

x t
ty

 





  і 4x . 

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  xy 2 , xy 4 , 1x . 

Варіант 26 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 422  xy  і 0x . 
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2 Обчислити довжину дуги кардіоїди )cos1(2 r , що розташована в 
області, яка обмежена колом 2r . 

Варіант 27 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кардіоїдою )cos1(  ar . 
2 Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох 

кривої xy 42   від її вершини до точки з абсцисою 2x . 
Варіант 28 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою aey  ,  0 . 
2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями 1
4

2


xy  і 0y . 

Варіант 29 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої першою аркою циклоїди 

6( sin ),
6(1 cos )

x t t
y t
 

  
 і віссю абсцис. 

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями  042  xy  і 0x . 

Варіант 30 
1 Обчислити площу фігури, обмеженої кривою 12cos 5sin ,

5cos 12sin ,
x t t
y t t
 

  
 20  t . 

2 Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, 
обмеженої лініями  xy 92   і xy  . 

 
 Завдання 2.3 Визначити загальний або частинний розв’язок (інтеграл) 
диференціальних рівнянь першого порядку. 

 Варіант  1 
1.  22 11 yxy  . 
2.   02  xdydxyx ,   11 y . 

3.  xex
x
yy 22
 . 

 

Варіант  2 

1.  
13

2
2 


y

xy . 

2.  yxyx 43  ,   11 y . 
3.  xx yeey  2 . 

      
Варіант  3 

1.  tgxyy  . 
2.  332 yxyxy  ,   31 y . 
3.  13  xyyx . 
  

Варіант  4 

1. yyxy lnsin  , ey 







2
 . 

2.  y
x
yxyx  2cos . 

  3.  1sincos  tst
dt
ds . 

Варіант  5 
1.  122  xyy . 

Варіант  6 

1.  xyy 2cos2  , 1
2







y . 
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2.  y
x
yxyx  sin . 

3.  xexyxyx  23)1( . 

2.  yyx 2 . 
3.  012  xyyx .      

Варіант  7 

1.  
4

4
2 


x

yy . 

2.  0 xyy . 
3.  0)1(  dyxxydx . 

Варіант  8 

1.  3

2

1
2

y
xy



 . 

2.  yxyx 43  . 
3.  8)2(,22 4  yxyyx .   

Варіант 9 
1.  yxey  . 

2.  
x
yyyx ln . 

3.  xxyy 2tgctg  .      

Варіант  10 
1.  5 xyy . 

2.  22 yxyyx  . 
3.  1ln  xyyx .  

Варіант  11 
1.  04)1( 2  xyyx . 
2.  )2(2 223 yxyyx  . 
3.  dxxyxydyxx )()1( 222  ,   
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xy .     

Варіант  12 
1.  22 )31(  yxyy . 

2.  x
y

e
x
yy  . 

3.  2)1(2)1(  xy
dx
dyx . 

 
Варіант  13 

1.  1tg  yxy . 
2.  0)2()(  dyyxdxyx . 
3.  02 3  yyxey x ,  10 xy . 
 

 

Варіант  14 

1.  
y

xyy
cos

2
 . 

2.  0cos)cos(  dy
x
yxdx

x
yyx . 

3.  eyexyy x
x  1,)( .     

Варіант  15 
1.  011 22  dyxydxyx . 

2.  eeyxdydxxyy  )(,0)2( . 

3.  222 )1(2)1( xxyyx  . 
      

Варіант  16 
1.  0)1( 2  ydxdyx . 

2.  dx
x
yxydxxdy  2sin  

3.  
2

2 xxexyy  . 
Варіант  17 

1.  yxy tgtg  . 
2.  0)2()(  dyyxdxyx . 
3.  dtttsdttds  ln2 2 . 
 

 

Варіант  18 
1.  0)4( 2  ydydxyx . 

2.  )( x yeyxy  . 

3.  
3
4)(,2sintg  yxxyy .      
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Варіант  19 
1.  xyyx  )1( . 

2.  x
x
yy

x
yyx  coscos . 

3.  2ln2)2(,121
2 



 y

xx
xy .     

Варіант  20 
1.  0)()(  dyxyxdxxyy . 

2.  2

22

x
yxyxy 

 . 

3.  xxyxy ctgcos2ctg 2 . 

Варіант  21 
1.  0 xdyctgydx . 
2.  1)1(,43  yyxyx . 
3.    32 )1( rr . 

 

Варіант  22 
1.  0)2()1( 23  dxydyx . 

2.  
y

xyyx
2

3  . 

3.  1,
1 1 


 xyx

x
yyx .      

  Варіант  23 
1.  dyxxydx )1(  . 

2.  2,01)1( 0







 x

y
x

y
x

ydy
y
xedxe . 

3.  12  xyyx .   

Варіант  24 
1.  02sin  xyy . 
2.  )lnln1( xyyyx  . 
3.  1sincos  xyxy ,   10 y . 
 

 
Варіант  25 

1.  
y

xyy 


2 . 

2.  
x

yxy 2
 . 

3.  xey
x

y
1

2 )11(  .     

Варіант  26 
1.  0tg  dSdttS . 

2.  
y
x

x
y

dy
dx

 ,    21 y . 

3.  54
2

2 


 xx
x

yy . 

 

Варіант  27 
1.  0)1()1( 22  dyxxdxy . 

2.  x
x
yy

x
yyx  sinsin . 

3.  23 273 xx
x
yy  .     

Варіант  28 

1. 1)
2

(,2cos2 
yxyy ,  

2.  x
x
yy

x
yyx  sinsin . 

3.  13
1




 x
x

yy .      

Варіант  29 
1.  0)()(  dyxyxdxxyy . 
2.  0)2(  xdydxyx . 
3.  0)sin(  dtttxtdx . 
 

 

Варіант  30 
1.  0)1(  xyyx . 

2.  0cos  tx
t
xtxt . 

3.  2sin2cos  xyxy . 
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Завдання 2.4 Визначити загальний або частинний розв’язок лінійних 
однорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. 

Варіант  1 
1.     60,30,0992  yyyyy . 
2. 054  yyy  
3. 096  yyy   

Варіант  2 
1.     10,20,0252  yyyyy  
2. .052  yyy  
3. .044  yyy  

Варіант  3 
1.     .40,20,0253  yyyyy  
2. .0134  yyy  
3. 02  yyy  

Варіант  4 
1.     .25,00,5,10,034  yyyyy  
2. .04  yy  
3. .02  yyy  

Варіант  5 
1.     .1,00,30,0310  yyyyy  
2. .0102  yyy  
3. .0168  yyy  

Варіант  6 
1.     .70,00,06113  yyyyy  
2. .09  yy  
3. .02510  yyy  

Варіант  7 
1.     .

3
140,10,0823  yyyyy  

2. .0294  yyy  
3. .04,004,0  yyy  

Варіант  8 
1.     .5,00,70,015174  yyyyy  
2. .016  yy  
3. .025,0  yyy  

Варіант  9 
1.     .

5
10,10,0385  yyyyy  

2. .0208  yyy  
3. .04914  yyy  

Варіант  10 
1.     .50,00,0127  yyyyy  
2. .0258  yyy  
3. .01025  yyy  

 
Варіант  11 

1.     .40,20,0672  yyyyy  
2. .025  yy  
3. .09124  yyy  

Варіант  12 
1.     .100,10,012  yyyyy  
2. .0102  yyy  
3. .06416  yyy  

Варіант  13 
1.     .200,00,02414  yyyyy  
2. .054  yyy  

3. .0
4
1  yyy  

Варіант  14 
1.     40,10,06011  yyyyy . 
2. .0 yy  
 3. .016249  yyy  

Варіант  15 
1.     .80,20,020  yyyyy  
2. .0106  yyy  
3. .025204  yyy  

Варіант  16 
1.     .00,30,069  yyyyy  
2. .0136  yyy  

  3. .010  yy  
Варіант  17 

1.     .10,10,02510  yyyyy  
2. .065  yyy  

Варіант  18 
1.     .60,00,067  yyyyy  

2. .0
3
4

9
4  yyy  
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3. .042  yyy    3. .022  yyy  
Варіант  19 

1.     .30,20,0584  yyyyy  
2. .0145  yyy  
3. .0254016  yyy  

Варіант  20 
1.     .80,00,0124  yyyyy  
2. .0102  yyy  
3. .026169  yyy  

Варіант  21 
1.     .20,20,02 yyyy   
2. .0346  yyy  
3. .012122  yyy  

Варіант  22 
1.     .10,10,023  yyyyy  
2. .01881  yyy  
3. .0172  yyy  

Варіант  23 
1.     .10,20,0103  yyyyy  
2. .020100  yyy  
3. .0256  yyy  

Варіант  24 

1.     .
4
10,00,0374  yyyyy  

2. .06110  yyy  
 3. .0444121  yyy  

Варіант  25 
1.     .10,30,044  yyyyy  
2. .0158  yyy  
3. .0217  yyy  

Варіант  26 
1.     .20,10,0373  yyyyy  
2. .049  yy  
3. .049284  yyy  

Варіант  27 
1.     .40,10,084  yyyyy  
2. .0145  yyy  
3. .04,244,1  yyy  

Варіант  28 
1.     .50,10,03532  yyyyy  
2. .05814  yyy  
3. .043681  yyy  

Варіант  29 
1.     .30,30,02213  yyyyy   
2. .081  yy  
3. .022530  yyy  

Варіант  30 
1.     .20,10,065  yyyy  
2. .0262  yyy  
3. .025,65  yyy  

 
 

 Завдання 2.5 Визначити загальний або частинний розв’язок лінійних 
неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. 
 

Варіант  1 
1. 

    .
8
30,

32
290,145 2  yyxyyy  

2. .2sin84 xyy   

Варіант  2 
1. 

    .110,30,14420208 2  yyxxyyy
2. .2cos2sin23 xxyyy   

 
Варіант  3 

1.     .40,00,84  yyxyy  
2. .cos9 3 xeyy x  
 

Варіант  4 
1.     .

5
80,

5
10,544 3  yyeyyy x  

2. .sin23 xyyy   
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Варіант  5 
1.     .00,

3
10,32 2  yyeyyy x  

2. .93 xyy   

Варіант  6 
1.     .20,00,sin44  yyxyy  
2. .32 4xeyyy   

Варіант  7 
1.     .20,10,2 2  yyxxyy  
2. .2cos22sin422 xxyyy   

 

Варіант  8 
1.     .00,00,2  yyxyy  

2. .sin22
2

2

ktkxk
dt

xd
  

Варіант  9 
1.     .5,60,40,95102  yyxyyy  
2. .sin2 2 mxymymy   
 

Варіант  10 
1.     .30,40,4  yyeyy x   
2. .2222 3  xyyy  

 
Варіант  11 

1.     .10,
3
10,2cos  yyxyy  

2. .445 22 xeyyy x  

Варіант  12 
1.     .01,11,22  yyeyy x  
2. .sin4 xyy   

Варіант  13 
1.     .60,20,3552  yyxyyy  
2. .32 2xeyyy x  

Варіант  14 
1.     .30,40,4  yyeyy x  
2. .3sin1365 xyyy   

Варіант  15 
1.     .

9
10,

10
10,cos3  yyxxyy  

2. .44 2xxeyyy   

Варіант  16 
1.     .20,10,2  yyeyyy x  

  2. .2sin2084 xyyy   

Варіант  17 
1.     .40,00,384  yyxyy  
2. .3cos9 xeyy x  

Варіант  18 
1.     .00,10,32 2  yyxxyyy  
2. .cossin223 xxyyy    

Варіант  19 
1.     .110,30,14420208 2  yyxxyyy  
2. .cossin223 xxyyy   

Варіант  20 
1.     .

27
10,

3
40,396 2  yyxxyyy  

2. .84 4xeyy   
Варіант  21 

1.     .00,20,24552 2  yyxxyyy  
2. .63 3xeyy   

Варіант  22 
1. .334 2 xxyyy   
2.     .40,20,8  yyeyy x  

Варіант  23 
1.     .100,sin4  yyxyy  
2. .151624127 2  xxyyy   

Варіант  24 
1.       .000,71265   yyexyyy x  
2. .cos22sin452 xxyyy   

Варіант  25 
1. 

      .000,32 2  yyexxyy x  
2. .32168 xyyy   

Варіант  26 
1. 

    .00,10,cos4sin42  yyxxyyy
2. .249 2xyy   

Варіант  27 
1.     .10,00,363 2  yyxyy  

Варіант  28 
1.     .20,10,162  yyeyyy x  
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2. .cossin xxyy   2. .3466 2  xxyyy  
Варіант  29 

1. 
    .00,10,526134  yyxyyy  

2. .sin32 xyyy   

Варіант  30 
1.     .20,10,423  yyeyyy x  
2. .2449

3

xyy   
 

 
Зразок виконання контрольної роботи №2 

 
Завдання 2.1 Знайти невизначені інтеграли 

1 
 


.
cos75 2 xtgx

dx                            4 


.
43 2 xx

dxx  

2  .3sin2 xdxx                                     5  .sincos 54 xdxx  

3 


 .
)34)(1(

32
23

2
dx

xxxx
xx  

   Розв’язання.    

 1 Оскільки похідна виразу  5+7tgx  дорівнює  
x2cos

7 , а множник 
x2cos

1   

відрізняється від цієї похідної лише сталим множником 7, то змінною 
інтегрування тут можна вважати вираз  5+7tgx,  і, таким чином, знайти 
інтеграл: 

   






 x

u

tgxu
dx

xtgxxtgx
dx

x 2
22

cos
7

75

cos
7

75
1

7
1

cos75
 

.75ln
7
11

7
1 Ctgxdxu

u x    

 2 Покладемо  u=x2, dv=sin3xdx. Тоді 

du=2xdx,     .3cos
3
1)3(3sin

3
13sin xxxdxdxv  

За формулою інтегрування частинами знаходимо 

  





 xdxxxxxdxx 23cos

3
13cos

3
13sin 22  .3cos

3
23cos

3
1 2 xdxxxx  

До останнього інтеграла знову застосуємо формулу інтегрування частинами. 
Для цього покладемо  u=x,  dv=cos3xdx,  тоді 

   xxxdxdxvdxdu 3sin
3
1)3(3cos

3
13cos,  

i      .3cos
9
13sin

3
13sin

3
13sin

3
13sin

3
13sin

3
13cos xxxxdxxxxdxxxxdxx  

 Таким чином, остаточно будемо мати 

 





  Cxxxxxxdxx 3cos

9
13sin

3
1

3
23cos

3
13sin 22  
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  Cxxxxx  3cos23sin63cos9
27
1 2 . 

 3 Переконуємося, що підінтегральний дріб – правильний і нескоротний. 
Враховуючи, що  

(х-1)(х3-4х2+3х)=х(х-1)(х2-4х+3)=х(х-1)(х-1)(х-3)=х(х-1)2(х-3) 
має чотири корені, з яких два  х=0  і х=3 – прості, а х=1- двократний, подамо 
дріб у вигляді суми чотирьох елементарних дробів: 

.
1)1(3)3()1(

32
22

2













x
D

x
C

x
B

x
A

xxx
xx  

Одержимо тотожність для знаходження коефіцієнтів A, B, C, D: 
x2-2x+3=A(x-3)(x-1)2+Bx(x-1)2+Cx(x-3)+Dx(x-1)(x-3). 

 Коефіцієнти знаходимо комбінованим способом 

.0
,22
,126
,33

1
3
0

3 DBA
C
B
A

x
x
x
x











 

 Звідси .
2
1,1,

2
1,1  DCBA  Отже, 

,
1

1
2
1

)1(
1

3
1

2
11

)1)(3(
32

22

2













xxxxxxx
xx  

а шуканий інтеграл 

  


















 dx
xxxx

dx
xxxx

xx
1

1
2
1

)1(
1

3
1

2
11

)34)(1(
32

223

2
 

    









12

1
)1(32

1
2 x

dx
x

dx
x
dx

x
dx .1ln

2
1

1
13ln

2
1ln Cx

x
xx 


  

 4 Підінтегральна функція є раціональною функцією від дробових степенів  
х. Отже, маємо інтеграл першого типу від ірраціональної функції. Тут n1=2,  
n2=3,  n3=4, тому к=12 (найменше спільне кратне чисел 2, 3 і 4). Покладемо 
x=t12. Тоді     

  









dtt
tt

t
dttdx

tx

xx

dxx 11
38

6

11

12

43 2
12

12
 

  






1

12
)1(

12 5

14

53

17

t
dtt

tt
dtt  

 
 t14  t5–1   
 – t14– t9  t9+ t4   

= t9  = 
 – t9– t4   
   t4   
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1
5

5
112

1
12 5

4
49

5

4
49

t
dttdttdttdt

t
ttt  

  .1ln22
5
61ln

5
1

510
12 55105

510
CtttCttt











  

 Повертаючись до змінної  х, остаточно будемо мати 

 




 


Cxxx

xx

dxx 1ln22
5
6 12 512 56 5

43 2
. 

 5 Маємо інтеграл вигляду   ,cossin xdxx nm    де    m=5, n=4. 
Враховуючи, що m=5>0 i непарне, одержимо 

   xdxxxxdxxxxdxx sin)cos1(cossinsincossincos 2244454  

  



 dttttdttt
xdxdt
xt

)21()1(
sin
cos 424224  

 









 Ctttdtttt

97
2

5
)2(

975
864 Cxxx











9
cos

7
cos2

5
cos 975

. 

 
Завдання 2.2 Розв’язати задачі. 
 

1 Обчислити площу фігури, обмеженої лінією 21
1
x

y


  і параболою  

.
2

2xy   

2 Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнею, яка утворюється 
обертанням параболи  у2=4х  навколо своєї осі (параболоїд обертання) і 
площиною, перпендикулярною до його осі та віддаленою від вершини параболи 
на відстань, що дорівнює одиниці. 

3 Обчислити довжину петлі лінії  x=t2,  
3

3tty  . 

Розв’язання.    

      1 Крива   
2

2xy    – парабола з вершиною в точці  О(0;0) і віссю симетрії 

Оу. Вітки параболи направлені вгору  (рис. 2.1).  
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                           y  
 
 
 
 
 
 
 
                                             
         -1            0         1 

Рисунок  2.1 
 

Крива 21
1
x

y


  –  локон Аньєзі. Із рівняння видно, що при будь-якому  х 

функція набуває лише додатних значень, а тому її графік розташований вище 
осі Ох, а вісь  Оу є її віссю симетрії, бо  у(–х)=у(х). Найбільше значення, яке 
дорівнює одиниці, функція набуває при  х=0, а при  x     .0y  
 Схематично графік цієї функції зображений на рис. 2.1. Точніше 
побудувати графік цієї функції можна за допомогою загальної схеми 
дослідження функції. Фігура, обмежена даними лініями, також зображена на 
рис. 2.1. Площу заштрихованої фігури обчислимо за формулою: 

  
b

a
нв dxxyxyS )()( . 

    Для визначення меж інтегрування обчислимо абсциси точок перетину 
ліній, розв’язуючи систему рівнянь  















.
2

,
1

1

2
2

xy

x
y

 

 Звідси  х1= –1,  х2=1.  Отже,  а= –1,  b=1. 

Враховуючи також, що 21
1
x

yв


 , а 
2

2xyн   будемо мати 

 















1

1

2

2 ,
21

1 dxx
x

S  а з урахуванням симетрії фігури відносно осі Оy 

одержуємо 

 








 




























1

0

32

2 .
3
1

26
1

4
2

0

1

6
2

21
12 xarctgxdxx
x

S  

 2 Побудуємо тіло (рис.2.2). 
 

2

2xy   

x 

21
1
x

y
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                                                  y  
                                           2 
 

 
 
                                                       1                x  

 
 
                                          -2 
 
                                                  Рисунок 2.2 
 

Враховуючи, що ,2 xyв   ун=0, а=0 і b=1, за формулою 

  
b

a
нвx dxxyxyV )()( 22  

будемо мати 

 
1

0

2 .2
0
1

24 xxdxVx  

 
 3 Оскільки межі інтегрування не задані, то слід побудувати лінію, для 
чого доцільно виключити параметр t із параметричних рівнянь:   

2
2

3
1 






 

xxy . На довжині петлі (рис.2.3) параметр t змінюється від 3  до  

3 . 
                                                y 
 
 
                                          1 
 
                                           0                           3        x  

 
                                                   Рисунок 2.3  
 
 Із урахуванням симетрії лінії відносно осі Оx, обчислюємо її довжину за 

формулою:    


2

1

.
22t

t
tt dtyxL  

      
3

0

3

0

423

0

422222 2122142122 dtttdttttdtttL  

1 

-1 
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3

0

3
23

0

22 .34332
0

3

3
21212 ttdttdtt  

    Зауважимо, що при добуванні квадратного кореня з виразу  221 t     
враховано, що  1+t2>0   для всіх дійсних значень  t. 

 
Завдання 2.3 Визначити загальний або частинний розв’язок (інтеграл) 

диференціальних рівнянь першого порядку. 
1 

y
xyy 21

 . 

2 .
x
y

y
xy   

3 xytgxy sec , у(0) = 0. 
Розв’язання.    
1 Розв`яжемо рівняння відносно y : .21

2y
xy 

  Отримаємо рівняння типу  

)()( 21 yfxfy  ,  оскільки   .1)21(21
22 y

x
y

x


  Замінимо  y  на 
dx
dy , тоді  2

21
y

x
dx
dy 

 . 

Помноживши обидві частини на y2dx, одержимо рівняння з 
відокремленими змінними 

y2dy = (1-2x)dx, 

інтегруючи яке, знаходимо Cxxy
 2

3

3
 (загальний інтеграл) 

або, розв`язавши відносно  у, 3 233 xxCy    (загальний розв’язок). 

2 Це рівняння типу ,







x
yy   тобто однорідне відносно змінних х і у 

диференціальне рівняння першого порядку.  
Зробимо заміну )(xu

x
y
 , звідки y = ux, а  .uxuy  . Підставляючи ці 

вирази в дане рівняння, отримаємо 
u

u
uxu  1         або      

udx
dux 1

 , 

а після відокремлювання змінних 
x

dxudu   .  Інтегруючи цю рівність, знаходимо   

Cxu ln
2
1ln

2

2

  або 22 ln Cxu  . Повертаючись до у, отримаємо загальний 

інтеграл вихідного рівняння   2
2

2

ln Cx
x
y

 ,   а, розв`язавши  відносно у, – 

загальний розв`язок рівняння 
.ln 2Cxy   
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3 Задане рівняння є лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 
першого порядку. Знайдемо спочатку його загальний розв`язок. Для цього 
покладемо  y = uv,  uvvuy    і підставимо знайдені вирази в рівняння 

xuvtgxuvvu sec  
або 

.sec)( xvtgxvuvu   
Тоді 

1. ;0 vtgxv      2. ;sec xvu   

;vtgx
dx
dv

       ;
cos

1
cos

1
xx

u   

;tgxdx
v
dv

       ;1u  

;coslnln xv       u = x + C. 

  .
cos

1cos 1

x
xv    

 
x

Cxuvy
cos

1
   – загальний розв`язок. 

При х=0 і у=0 знаходимо значення довільної сталої С 
  .0

0cos
100  CC  

Отже, шуканий частинний розв`язок рівняння буде мати наступний 
вигляд: .

cos x
xy   

 
Завдання 2.4 Визначити загальний або частинний розв’язок лінійних 

однорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. 

1  .10)0(;6)0(;034  yyyyy  
2  .02  yyy  
3 .0136  yyy  

 Розв’язання.  
1 Спочатку знайдемо загальний розв`язок рівняння. Для цього складемо 

характеристичне рівняння к2–4к+3 = 0. Його корені к1 = 1 і к2 = 3 дійсні й різні, 
тому загальний розв`язок має вигляд .3

21
xx eCeCy   Диференціюючи у, 

отримаємо .3 3
21

xx eCeCy   Використовуючи початкові умови, знаходимо 
значення С1 і С2 із системи рівнянь: 








.310
,6

21

21

CC
CC  

Розв`язуючи систему, одержимо С1 = 4,  С2 = 2. Підставляючи ці значення 
в загальний розв`язок, знаходимо шуканий частинний розв`язок у = 4ех + 2е3х. 

2 Складемо характеристичне рівняння к2 –2к +1=0.  
Оскільки к2 –2к +1=(к-1)2=0, к1=к2 =1. Корені характеристичного рівняння 

дійсні й рівні, тому загальний розв`язок запишемо у вигляді у = (С1 + С2 х)ех. 
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3 Складемо характеристичне рівняння к2+6к+13=0. Його корені знайдемо 

за формулою qppk 
42

2

2,1 , згідно з якою 

.23434313932,1 iik   
Корені характеристичного рівняння  комплексно-спряжені (к1,2=і). 

Отже,   = - 3;  = 2. Тоді загальний розв`язок даного рівняння набуде вигляду 
 .2sin2cos 21

3 xCxCey x   
 

Завдання 2.5  Визначити загальний або частинний розв’язок лінійних 
неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами. 

1 .22 xeyyy   
2 ,02sin  xyy  .1)()(   yy  

 Розв’язання.  
 1 Дане рівняння є ЛНДР – 2 зі сталими коефіцієнтами й спеціальною 
правою частиною. Його загальний розв`язок шукаємо у вигляді Yyy 



. Для 

знаходження 


y  ЛОДР – 2, яке відповідає даному ЛНДР – 2:  02  yyy . 
 Складемо характеристичне рівняння  2к2+к-1=0. Його корені к1=-1 і 

.
2
1

2 k  Отже, 

.2
21

x
x eCeCy  



 
 Підставимо  YYY ,,  в дане рівняння:  xxxx eAeAeAe 22  . Права 
частина xexf 2)(   даного рівняння є функція вигляду  ,)()( ax

n exPxf   де  =1, а 
n=0, тому xAeY   бо к1,2. Диференціюючи Y  двічі, отримаємо  

., xx AeYAeY   Звідки знаходимо А = 1. Отже, xeY  , а загальний розв`язок 
вихідного рівняння 

.2
21

x
x

x eeCeCy    
 2 Зведемо рівняння до загального вигляду: xyy 2sin . 
 Далі, розв`язуючи його відповідним методом, будемо мати: 

Yyy 


; 
;0 yy   к2+1= 0;  к1,2=  і;  ;1;0    

xCxCy sincos 21 


. 
Оскільки  xxf 2sin)(  , то  )2(2 2,1kibib   і тому 

xNxMY
xNxMY

xNxMY

2sin42cos4
2cos22sin2

2sin2cos

1
0
1





  .
3
1;13

;0;04

2sin
2cos





NNN

MMM

x
x
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Отже,  xY 2sin
3
1

  і загальний розв`язок неоднорідного рівняння набуде 

вигляду: xxCxCy 2sin
3
1sincos 21  . 

 Знаходимо  .2cos
3
2cossin 21 xxCxCy   Ураховуючи початкові умови: 

при  ,1;  yyx   отримаємо систему 











,
3
21

,1

2

1

C

C
 

розв’язавши яку, знаходимо  С1=- 1, .
3
1

2 C  Підставляючи числові значення С1  

і С2 в загальний розв`язок, одержимо шуканий частинний розв`язок 

.2sin
3
1sin

3
1cos xxxy   
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