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ВСТУП 
 

 Дисципліна „Вища математика” є фундаментом математичної освіти 
бакалавра, що має важливе значення для успішного вивчення 
загальнотеоретичних і спеціальних дисциплін, передбачених навчальним 

планом зі спеціальності «Економіка». 
Основною формою навчання студента-заочника є самостійне опрацювання 

навчального матеріалу, яке передбачає: вивчення матеріалу підручників,  
розв’язування задач, самоперевірку, виконання контрольних робіт. 

Мета даного видання – надати допомогу студентам заочної форми 
здобуття освіти в організації самостійної роботи під час вивчення таких 

розділів курсу вищої математики, як: „Функції багатьох змінних ”, 
„Невизначений і визначений інтеграли”, „Диференціальні рівняння”, „Ряди”.  

Видання містить програму навчальної дисципліни, основний теоретичний 
матеріал відповідних розділів, достатню кількість наведених прикладів 

розв'язання, варіанти індивідуальних завдань до самостійного виконання. Зміст, 
повнота і рівень складності завдань, які запропоновані для самостійного 

виконання, відповідають рівню вимог до математичної підготовки студентів 
економічних спеціальностей. 

Кожну контрольну роботу потрібно виконати в окремому зошиті, на 

обкладинці якого студент повинен розбірливо написати своє прізвище, ініціали, 
шифр, номер контрольної роботи, назву дисципліни. 

Розв’язання задач контрольної роботи необхідно проводити в такій 
послідовності, як і в умовах задач. При цьому умова задачі повинна бути 

повністю переписана перед її розв’язанням. Студент обирає для виконання той 
номер варіанту контрольної роботи, який збігається з останніми двома цифрами 

його навчального шифру. 
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ПРОГРАМА НАВЧПЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 

Змістовий модуль ІІІ 

 Функції багатьох змінних. Невизначений і визначений інтеграли 

Тема 1. Означення функції багатьох змінних. Частинні похідні та 
диференціали функцій двох змінних.  

Тема 2. Екстремуми функцій багатьох змінних. Похідна за напрямом. 

Градієнт. 

Тема 3. Невизначений інтеграл. Таблиця невизначених інтегралів. Основні 
методи інтегрування. 

Тема 4. Інтегрування раціональних дробів.  

Тема 5. Інтегрування тригонометричних функцій. Інтегрування 

ірраціональних функцій.  

Тема6. Визначений інтеграл. Формула Ньютона-Лейбниця. Методи 

підстановки та інтегрування частинами у визначеному інтегралі.  

Тема 7. Геометричне та економічне застосування визначених інтегралів.  

Тема 8. Невласні інтеграли. Інтеграл Ейлера-Пуассона. 

Змістовий модуль ІV 

Диференціальні рівняння. Ряди 

Тема 9. Диференціальні рівняння першого порядку. Задача Коші. 

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. Рівняння, однорідні 
відносно змінних. Лінійні рівняння 1-го порядку. Рівняння Бернуллі. 

Тема 10. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами. Структура загального розв’язку. 

Тема 11. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами. Структура загального розв’язку. Метод варіації 

довільних сталих та спеціальна права частина. 

Тема 12. Системи лінійних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.  

Тема 13. Числові ряди. Збіжність рядів. Гармонічний ряд. Необхідна умова 
збіжності. Достатні ознаки збіжності рядів з додатними членами: ознака 

порівняння, ознака Даламбера, ознака Коші (радикальна, інтегральна).  

Тема 14. Знакозмінні ряди. Абсолютна та умовна збіжність. Степеневі ряди. 

Теорема Абеля. Радіус збіжності. Область збіжності степеневого ряду. 

Тема 15. Розвинення функції у степеневі ряди. 
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Контрольна робота №3 
     Функції багатьох змінних. Невизначений і визначений інтеграли. 

1. Означення функції багатьох змінних 

Означення. Змінна  z  називається функцією незалежних змінних  х і у на 

множині D , якщо кожній парі   ,x y  їх значень із D  за деяким правилом або 

законом ставиться у відповідність одне цілком певне дійсне значення  z . 

Незалежні змінні  х  і  у  у цьому випадку називають аргументами функції. 

Функціональну залежність між  z   і  х, у  прийнято позначати так: 

 ,z f x y . 

Для визначення окремих (частинних) значень такої функції треба задати 

значення незалежних змінних: 
0x x , 

0y y .  Кожній такій парі значень  х і  у 

відповідає певна точка  
0M  на координатній площині з координатами  0 0;x y , а 

отже, замість того, щоб говорити про значення функції при 
0x x , 

0y y , 

можна говорити про значення функції в точці 
0M  0 0;x y  площини. Знаходячи 

частинне значення 
0z  функції  ,z f x y , якого вона набуває за заданих 

числових значеннь аргументів 
0x x  і 

0y y , пишуть 
0

0

0 x x
y y

z z 


  або   0 0 0;z f x y . 

Наприклад, якщо    2,z f x y x y   ,  то    1
2

1;2 1 4 5x
y

z z f


     .  

Кожна пара значень аргументів х, у геометрично визначає точку 1M  на 

площині xOy , а значення функції в цій точці є аплікатою  z  просторової точки  

 ; ;M x y z . Геометричне місце всіх просторових точок  М є поверхнею, яка 

взаємно однозначно проектується в область D  на площині xOy . Ця поверхня є 

геометричним зображенням функції   ,z f x y  в просторовій прямокутній 

системі координат.  Її називають графіком функції   ,z f x y .  

Як і у випадку функції однієї змінної, функцію двох змінних можна 

задати таблицею, графіком або аналітично. Частіше її задають аналітично, 

тобто формулою.  

Множина (сукупність) точок   ,x y   площини  xOy, в яких задана функція 

 ,z f x y визначена, тобто набуває дійсних значень, називається областю 

визначення (існування) функції. Область визначення функції   ,z f x y  
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являє собою або частину площини, обмежену замкненою лінією, причому 

точки цієї лінії ( межі області) можуть належати або не належати області 

визначення, або всю площину, або, нарешті, сукупність декількох частин 

площини  xOy . 

Точки області, які не лежать на межі, називають внутрішніми точками 

області. Область, яка складається лише з внутрішніх точок, називається 

відкритою або незамкненою. Якщо ж до області відносяться і точки межі, то 

область називається замкненою. Межу, яка належить області визначення 

функції, на рисунку зображають суцільною лінією, в противному випадку – 

пунктирною.  

Множина (сукупність) всіх значень, яких набуває сама функція, 

називається областю зміни функції. Зауважимо, що наперед вказати область 

зміни функції не завжди просто.  

Аналогічно визначається функція  п змінних  х,  у, z , …, t  : 

 , , , ,u f x y z t . 

Сукупність значень  х,  у, z , …, t  називають точкою   , , , ,M x y z t   

 п - мірного простору, а функцію  п змінних — функцією точки, тобто 

 u f M . 

Зазначимо, що зобразити геометрично функцію трьох, чотирьох і 

більшого числа змінних неможливо.  

 Усі основні поняття теорії функцій однієї змінної узагальнюються на 

випадок функції кількох змінних. Далі наведемо поняття границі, неперервності 

та диференційованості функції двох змінних. 

2. Границя функції двох змінних 

Перед тим, як ввести поняття границі функції двох змінних 

   ;z f x y f M  , введемо поняття околу точки  0 0 0;M x y  на площині  хОу.   

Околом точки  0 0 0;M x y називають внутрішню частину круга з центром в 

цій точці. Якщо радіус цього круга дорівнює  , то говорять про  - окіл точки 

М0 . Очевидно, що будь-яка точка  ; ,M x y  яка належить околу точки 

 0 0 0;M x y , знаходиться від цієї точки на відстані, меншій  за  .            

Якщо   0 0 0;M x y  –  деяка фіксована точка площини  і  0x x ,  0y y ,  

тоді точка  ;M x y  прямує до точки  0 0 0;M x y ,  тобто    0 0 0; ;M x y M x y , 

що рівносильно прямуванні до нуля відстані     
2 2

0 0 0MM x x y y     . 
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Означення. Число  А  називається границею функції двох змінних 

   ;z f x y f M   при 
0M M ,  якщо для будь-якого числа  0   знайдеться 

такий   - окіл точки   0 0 0;M x y , що для будь-якої точки   ;M x y цього околу 

(за винятком можливо самої точки  М0) матиме місце нерівність  

 f M A   ,  або   ;f x y A   . 

Іншими словами, як тільки відстань змінної точки   ;M x y  від фіксованої 

точки  0 0 0;M x y  стане досить малою, значення функції в точці  М  буде 

відрізнятися від числа  А  менше ніж на  ,  де   може бути обрано як завгодно 

малим.  

При цьому пишуть   
0

lim
M M

f M A


    або     
0

0

lim
x x
y y

f M A



 ,  бо при  

   0 0 0; ;M x y M x y ,  очевидно,  
0x x ,  

0y y . 

Означення границі функції можна сформулювати інакше, а саме: число  А  

називається границею функції двох змінних    ;z f x y f M   при 
0M M ,  

якщо нескінченно малій відстані 
0MM    відповідає нескінченно мала 

різниця  f M A . 

Зазначимо, що функцію двох змінних, границя якої дорівнює нулю, 

називають нескінченно малою. Зауважимо також, що для функцій двох 

змінних є справедливі теореми про границю суми, різниці, добутку і частки, які 

формулюються і доводяться аналогічно відповідним теоремам для функцій, які 

залежать від одного аргументу.  

 3. Неперервність у точці та області. 

Означення.  Функція   z f M   називається  неперервною в точці М0, 

якщо:   1)  f M  визначена як у самій точці  М0 , так і в деякому її околі; 

   2) існує скінченна границя   
0

lim
M M

f M


; 

   3)  ця границя дорівнює значенню функції в граничній точці, тобто   

                                              
0

0lim
M M

f M f M


 . 

  Інакше кажучи, функція  ;z f x y  називається  неперервною в точці 

 0 0 0;M x y , якщо виконується рівність   

                                           
0

0

0 0lim ; ;
x x
y y

f x y f x y



 ,                                            (3.1) 
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причому точка   ;M x y  прямує до точки   0 0 0;M x y  довільним способом, 

залишаючись в області визначення функції.  

Якщо ввести позначення 
0x x x   ,  

0y y y   , то рівність (3.1) можна 

записати так: 

   0 0 0 0
0
0

lim ; ;
x
y

f x x y y f x y
 
 

      

або  

     0 0 0 0
0
0

lim ; ; 0
x
y

f x x y y f x y
 
 

       
. 

Беручи до уваги формулу (3.1), останній рівності можна надати вигляду  

0
lim 0z
 

  ,  де     
2 2

x y     - відстань між точками  0 0 0;M x y і  ; .M x y  

Таким чином, функція  z f M  буде неперервною в точці  М0 , якщо 

нескінченно малій відстані  
0MM   відповідатиме нескінченно малий приріст 

функції         0 0 0 0 0; ;z f M f M f x x y y f x y         . 

Звернемо увагу на один висновок, що випливає з означень неперервності 

функції.  Якщо  ;f x y  неперервна у точці   0 0;x y  і якщо покласти  
0y y , то 

функція   0;f x y  однієї змінної  х  неперервна  при  
0x x . Аналогічно   0 ;f x y  

неперервна при  
0y y . 

Функція, неперервна в кожній точці деякої області, називається неперервною 

в цій області. 

Точка  М0  називається точкою розриву функції   z f M , якщо для неї не 

виконується принаймні одна з трьох умов неперервності.  Точки розриву даної 

функції можуть розміщуватися як окремо (ізольовані точки розриву), так і 

заповнювати цілі лінії (лінії розриву). 

Слід визначити, що як і для функцій однієї змінної, сума, різниця і добуток 

неперервних функцій двох змінних в точці М0 будуть неперервними в тій самій 

точці; частка неперервних функцій в точці М буде також неперервною в точці 

М0 функцією за умови, що знаменник не обертається в нуль в цій точці.  

Справедлива також теорема про неперервність складної функції.  

Зауважимо, що аналогічно визначається границі я неперервність функції  

трьох і більшого числа змінних.  

 Приклад.  Функція  2 2z x y   є неперервною в будь-якій області площини 

Оху,  а функція 
5

z
x y




 має лінію розриву у = х.  
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4. Частинні похідні та диференціали функцій двох змінних 

 Розглянемо функцію двох змінних: ( ; )z f x y . Оскільки х і у  –  незалежні 

змінні, то одна з них може змінюватися, а інша може зберігати своє значення. 

Якщо надати незалежній змінній х приріст  x , зберігаючи у незмінним, тоді z  

здобуде приріст, який називають частинним приростом  z  по х і позначають 

xz : 

( ; ) ( ; )xz f x x y f x y    . 

 Аналогічно, якщо х має стале значення, а у набуває приросту y , то z  

матиме приріст y z , який називають частинним приростом z  по у: 

( ; ) ( ; )yz f x y y f x y    . 

 Якщо одночасно змінним х і у дати прирости x  і y  відповідно, то 

матиме повний приріст функції z : 

( ; ) ( ; )z f x x y y f x y     . 

 Означення. Якщо існує границя  

0

( ; ) ( ; )
lim limx

x x

z f x x y f x y

x x  

  


 
, 

то ця границя називається частинною похідною функції ( ; )z f x y по х  у точці 

( ; )M x y  і позначається одним із символів:  , , ,x x

z f
z f

x x

 
 

 
. 

Частинні похідні у точці 0 0 0( ; )M x y  зазвичай позначають символами  

0
0 0( ; ),x x M

f x y f  . 

 Аналогічно визначається частинна похідна ( ; )z f x y по у : 

0 0

( ; ) ( ; )
lim lim

y

y
y y

z f x y y f x y
z

y y   

  
  

 
. 

 Частинні похідні функції кількох змінних знаходять за формулами і 

правилами обчислення похідних функції однієї змінної ( при цьому відповідно 

х і у вважаються сталими). 

Геометричний зміст частинних похідних функції двох змінних 

Абсолютна величина частинної похідної  z

x




 ;xf x y   або  z

y




 ;yf x y  

дає величину швидкості, з якою відбувається зміна функції  ;z f x y  за змін 

лише  х  або лише  у, а знак частинної похідної z

x




 або z

y




 показує характер цієї 

зміни (зростання, спадання).  
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Геометричний зміст частинних похідних від функції  ;z f x y полягає в 

тому, що частинна похідна  0 0;xf x y  є кутовим коефіцієнтом відносно осі Ох, 

дотичної  в точці  0 0 0 0; ;M x y z  до перерізу поверхні   ;z f x y  

площиною
0y y ,  тобто  0 0;xf x y tg  (рис. 3.1). Звернемо увагу на те, що на  

рисунку 3.2   0 0;xf x y 0 .   

Частинна похідна  0 0;yf x y  є кутовим коефіцієнтом відносно осі  Оу  

дотичної  в точці  0 0 0 0; ;M x y z  до перерізу поверхні   ;z f x y  площиною  

0x x ,  тобто  0 0;yf x y tg  (рис 3.4.2).  На цьому рисунку видно, що 

 0 0;yf x y 0 .   

 

0x

0x x

x

y
0y

x

0



xd z

x z

0M

z

0x

0y y

x

y0y

y

0



yd z
y z

0M

z

 

                     Рис. 3.1                                           Рис. 3.2 

Частинні похідні x

f
f

x


 


  і  y

f
f

y


 


 називаються частинними похідними 

першого порядку. Їх можна розглядати як функції від ( ; )x y D . Ці функції  

також можуть мати частинні похідні, які називаються частинними похідними 

другого порядку. Для функції ( ; )z f x y  ці похідні визначаються і 

позначаються так: 

2

2

2
( ; )xx x

z z
z f x y

x x x

   
    

   
, 
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2

( ; )xy xy

z z
z f x y

x y y x

   
    

    
, 

2

( ; )yx yx

z z
z f x y

y x x y

   
    

    
, 

2

2

2
( ; )yy y

z z
z f x y

y y y

   
    

   
. 

 Похідні xyf    і  yxf   називають мішаними частинними похідними. 

Диференційованість та повний диференціал першого порядку 

 Нехай функція ( ; )z f x y  визначена у деякому околі точки ( ; )M x y . 

 Означення. Функція ( ; )z f x y  називається диференційованою в точці 

( ; )M x y , якщо її повний приріст у цій точці можна подати у вигляді 

,yxyBxAz    

де 0),(  yx  і 0),(  yx  при .0,0  yx  Сума перших двох 

доданків останньої рівності являє собою головну частину приросту функції.  

 Означення. Головна частина приросту функції ( ; )z f x y , лінійна 

відносно x   і  ,y  називається повним диференціалом функції  і позначаєть-

ся символом dz : 

.yBxAdz   

 Вирази xA    і yB   називають частинними диференціалами. 

 Якщо функція ( ; )z f x y  має в точці ( ; )M x y неперервні частинні похідні, 

то повний диференціал можна подати у вигляді 

z z
dz dx dy

x y

 
 
 

,      або       x ydz d z d z  , 

де ,x y

z z
d z dx d z dy

x dy

 
 


 – частинні диференціали функції ( ; )z f x y . 

 5. Екстремуми функцій багатьох змінних 

Означення. Функція ( ; )z f x y  має у точці 0 0 0( ; )M x y  області D  

максимум (мінімум), якщо існує такий окіл цієї точки, що для всіх точок 

( ; )M x y  цього околу, відмінних від 0M , виконується нерівність 

0( ) ( )f M f M 0( ( ) ( ))f M f M . 
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Точка, в якій функція ( )f M  має максимум (мінімум), називається 

точкою максимуму (мінімуму). Максимум і мінімум функції називають її 
екстремумом. 

Аналогічно визначається екстремум функції трьох і більшого числа 
змінних. 

Необхідні умови існування екстремуму. Якщо диференційована 

функція ( ; )z f x y  має екстремум у точці 0 0 0( ; )M x y , то її частинні похідні 

першого порядку дорівнюють нулю у цій точці, тобто 

0 0( ; )
0

f x y

x





,    0 0( ; )

0
f x y

y





. 

Зауважимо, що функція може мати екстремум також у тих точках, де 

принаймні одна із частинних похідних першого порядку не існує. 

Точки, в яких перші частинні похідні дорівнюють нулю, називаються 
стаціонарними. 

Точки, в яких перші частинні похідні 
f

x




 і 

f

y




 функції ( ; )z f x y  

обертаються в нуль, або не існують, називаються критичними точками цієї 

функції. 

Зазначимо, що не кожна критична точка є точкою екстремуму функції.  

Достатні умови екстремуму. Нехай 0 0 0 0( ; ) ( ; ) 0x yf x y f x y    і 

0 0( ; )xxA f x y , 0 0( ; )xyB f x y , 0 0( ; )yyC f x y . 

Складемо визначник: 

2
A B

AC B
B C

    . 

Тоді:  

1) якщо 0  , то функція має екстремум у точці 0M , а саме максимум, 

якщо 0A  (або 0C  ), і мінімум, якщо 0A   (або 0C  ); 

2) якщо 0  , то у точці 0M  екстремуму немає (1, 2 - достатні умови 

наявності або відсутності екстремуму); 

3) якщо 0  , то питання про наявність екстремуму функції у точці 

0 0 0( ; )M x y  залишається відкритим (потрібні подальші дослідження, наприклад, 

за знаком приросту f  поблизу цієї точки). В такому разі ще говорять, що 

випадок сумнівний (екстремум може бути, а може і не бути). 

Розглянуті вище екстремуми функції за самим своїм означенням мають 

локальний характер: в точці екстремуму 0M  функція набуває максимального 

або мінімального значення серед всіх її значень в деякому (як завгодно малому) 

околі точки 0M . Однак у деяких задачах ставиться вимога знайти глобальний 
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екстремум, тобто найбільше і найменше значення функції ( ; )z f x y  в деякій 

замкненій області D . Для цього треба знайти усі локальні мінімуми і 
максимуми цієї функції всередині області D , а також найбільше і найменше її 

значення на межі області, а потім обрати серед всіх цих значень найбільше і 
найменше. 

 Зауважимо, що при знаходженні локальних екстремумів треба 

розглядати лише ті стаціонарні точки, які розташовані всередині області D . 
Важливо також зазначити, що немає потреби обчислювати другі похідні і 

використовувати достатні умови екстремуму. Оскільки всі екстремуми функції 

( ; )z f x y  знаходяться серед її значень в стаціонарних точках, то досить 

обчислити значення функції z  в усіх стаціонарних точках і серед них обрати 

найбільше. Як правило, межа області D  розбивається на ряд ділянок, кожна із 

яких визначається рівнянням вигляду ( )y x  ( )a x b  , або ( )x y  

( )c y d  . Тому вздовж такої ділянки межі функція ( ; )z f x y  

перетворюється в функцію однієї змінної ( ; ( ))z f x x , або ( ( ); )z f y y . В 

загальному випадку межа області D  може бути задана параметричними 

рівняннями ( )x t , ( )y t  ( )t   . У даному випадку функція z  

перетворюється вздовж межі в функцію параметра t  

( ( ); ( ))z f t t      ( )t   . 

Тому задача знаходження найбільшого і найменшого значення функції 

( ; )z f x y  на межі області D  зводиться до обчислення найбільшого і 

найменшого значень функції однієї змінної. 

Виходячи зі сказаного, а також із того, що функція, диференційована в 

обмеженій замкненій області, досягає свого найбільшого (найменшого) 

значення, або у стаціонарних точках, або у точках межі області, приходимо до 

наступного правила знаходження найбільшого і найменшого значень 

функції двох змінних: 

1) знайти стаціонарні точки, які належать даній області, і обчислити 

значення функції у цих точках; 

2) знайти найбільше і найменше значення функції на лініях, які 

утворюють межу області; 

3) серед усіх знайдених значень обрати найбільше і найменше. 

Приклад.  Знайти екстремуми функції 
3 2( ; ) 3 30 18f x y x xy x y    . 

Розв'язання. Знаходимо частинні похідні першого порядку даної 

функції: 

2 2 2 23 3 30 3( 10)
f

x y x y
x


     


; 6 18 6( 3)

f
xy xy

y


   


. 
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Прирівнюючи ці похідні до нуля, одержимо після елементарних 

перетворень систему 

2 2 10 0

2 6

x y

xy

   



. 

Додаючи і віднімаючи рівняння цієї системи, матимемо 

2 2

2 2

2 16

2 4

x xy y

x xy y

   


  

, 
або 

2

2

( ) 16

( ) 4

x y

x y

  


 
, звідки 

4

2

x y

x y

  


  
. 

Розв'язуючи останню систему, рівносильну даній, знаходимо стаціонарні 

точки: 1(3;1)M , 2 (1;3)M , 3( 1; 3)M   , 4 ( 3; 1)M   . 

Далі знайдемо частинні похідні другого порядку даної функції  

2

2
6

f
x

x





,    

2

6
f

y
x y




 
,    

2

2
6

f
x

y





 

і складемо визначник: 

2 2

2

2 2 2 2

2 2

2

6 6
36 36 36( )

6 6

f f

x yx x y
x y x y

y xf f

x y y

 

  
      

 

  

. 

Переконуємося, що 

1) 1( ) 36(9 1) 288 0M     , 
1

2

1 2
6 3 18 0

M

f
A

x

 
     

 
, а отже, 1(3;1)M  - 

точка мінімуму; 

2) 2( ) 36(1 9) 288 0M      , отже у точці 2M  екстремуму немає; 

3) 3( ) 36(1 9) 288 0M      , отже у точці 3M  екстремуму немає; 

4) 4( ) 36(9 1) 288 0M     , 
4

2

4 2
6( 3) 18 0

M

f
A

x

 
      

 
, отже 4M  

— точка максимуму. 

Таким чином, задана функція має два екстремуми: у точці 1(3;1)M  — 

мінімум, min (3;1) 72z f   ; у точці 4 ( 3; 1)M    максимум; 

max ( 3; 1) 72z f    . 
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Приклад Знайти найбільше і найменше значення функції z x y    

у колі 
2 2 1x y  . 

Розв'язання. Стаціонарних точок функція z  не має, оскільки  

1 0
z z

x y

 
  

 
, 

тому найбільше і найменше значення вона може набувати лише на межі 

області, тобто на колі 
2 2 1x y  , параметричними рівняннями якого є: 

cosx t ,    siny t     (0 2 )t   . 

Отже, на колі z  стає функцією однієї змінної t : 

( ) cos sinz z t t t   . 

Шукаємо стаціонарні точки цієї функції: ( ) sin cos 0z t t t     , тобто 

sin cost t , звідки 1
4

t


 , 2

5

4
t


 . У цих точках:  

1

2 2
cos sin 2

4 4 4 2 2
z z

   
      

 
,    

1 1

2

2
x y  ; 

2

5 5 5
cos sin 2

4 4 4
z z

   
     

 
,    2 2

2

2
x y   . 

На кінцях відрізка  0;2 : (0) (2 ) 1z z   . 

Таким чином, найбільшого 2z   і найменшого 2z    значення 

задана функція набуває у межових точках 
2 2

;
2 2

 
  
 

, 
2 2

;
2 2

 
   
 

. 

Невизначені інтеграли. Застосування визначених інтегралів. 

6. Первісна функції. Невизначений інтеграл 

Означення.  Функція ( )F x  називається первісною для функції ( )f x , 

визначеної на проміжку ( ; )a b , якщо в усіх точках цього проміжку  виконується 

рівність      )()( xfxF     (або  dxxfxdF )()(  ). 

Наприклад, первісною функцією для функції ( )f x  = 4х
3
 буде функція 

( )F x = х
4
, оскільки 4 3( ) 4 .x x   Однак похідна від функції (х

4 
+ 5) також дорівнює 

4х
3
, а це означає, що функція   (х

4 
+ 5) буде також первісною для функції  4х

3
. І 
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взагалі 4( ) ,F x x C   де С –- стала, також будуть первісними для 3( ) 4 ,f x x  

оскільки 4 3( ) 4 .x C x    

Теорема. Якщо функція ( )F x  є первісною для функції ( )f x  на проміжку 

( ; )a b , то множина всіх первісних для функції ( )f x  на цьому проміжку 

міститься у виразі  ( )F x +C,   де C – довільна стала. 

Означення. Сукупність усіх первісних ( )F x +С  для функції ( )f x , 

визначеної на проміжку ( ; )a b , називається невизначеним інтегралом від 

функції  ( )f x  на цьому проміжку і позначається символом   ,)( dxxf  де ( )f x  – 

підінтегральна функція, ( )f x dx – підінтегральний вираз,  х – змінна 

інтегрування. 

Таким чином, якщо ),()( xfxF   то    CxFdxxf )()( — справедливе й 

обернене твердження. 

Операція знаходження невизначеного інтеграла від функції називається 

інтегруванням цієї функції.  

 

Геометрично невизначений 

інтеграл являє собою сукупність 

кривих ( )y F x C   (кожному 

числовому значенню С відповідає 

крива сукупності) (рис.3.3 ). 

Графік кожної з первісних називається 

інтегральною кривою. 

Доведено, що будь-яка функція, 

неперервна на проміжку, має в цьому 
проміжку первісну, а значить, і 

невизначений інтеграл. 

 

Властивості невизначеного інтеграла (правила інтегрування) 

 Подамо властивості, які випливають з означення невизначеного інтеграла 

і вибірково доведемо деякі з них (усі рівності можна довести 

диференціюванням їх лівої та правої частин): 

  1) )())(( xfdxxf   

  2)   dxxfdxxfd )())((  

  3) ( ) ( )dF x F x C   

  4) ( ) ( )cf x dx c f x dx  , де с = const 0  

( )y F x  
1( )y F x C   

2( )y F x C   

3( )y F x C   

х 

у 

О 

Рис.3.3 
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  5)     dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121  

  6) 
1

( ) ( )f ax b dx F ax b C
a

     

  7) (Інваріантність формул інтегрування). 

  Якщо   CxFdxxf )()( , то   ,)()( CuFduuf  де ( )u x – неперер-

вно диференційована функція аргументу х. 

Таблиця невизначених інтегралів 

Із таблиці похідних і означення невизначеного інтеграла можна скласти 

таблицю невизначених інтегралів.  

    CdxuOOdu x .                                             (1) 

    Cudxudu x .                                                          (2) 

 1,
1

1







 



 C

u
dxuuduu x .                                             (3) 

   


 Cu
u

dxu

u

du x 2  .                                                    (4) 

   


 C
uu

dxu

u

du x 1
22

.                                                      (5) 

   


 Cu
u

dxu

u

du x ln .                                                      (6) 

 C
a

a
dxuadua

u

x
uu  

ln
.                                            (7) 

 Cedxuedue u
x

uu   .                                            (8) 

 Cudxuuudu x   cossinsin .                                                    (9) 

    Cudxuuudu x sincoscos .                                         (10) 

 Cudxutgutgudu x   cosln .                                                  (11) 

    Cudxuctguctgudu x sinln .                                        (12) 

   


 Ctgu
u

dxu

u

du x

22 coscos
.                                          (13) 
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 Cctgu
u

dxu

u

du x

22 sinsin
.                                                   (14) 

  


 C
u

tg
u

dxu

u

du x

2
ln

sinsin
.                                                   (15) 

   










 C

u
tg

u

dxu

u

du x

42
ln

coscos


.                                         (16) 

   






C

a

u
arctg

aau

dxu

au

du x 1
2222

.                                        (17) 

   











C

au

au

aau

dxu

au

du x ln
2

1
2222

.                                        (18) 

   





C

a

u

ua

dxu

ua

du x arcsin
2222

.                                         (19) 

   






CAuu

Au

dxu

Au

du x 2

22
ln .                                       (20) 

 CAuu
A

Au
u

dxuAuduAu x  
2222 ln

22
.          (21) 

    C
a

ua
ua

u
dxuuaduua x arcsin

22

2
222222 , (a>0).    (22) 

    Зауважимо, що символ и  може позначати як незалежну змінну, так 
і неперервну диференційовану функцію від незалежної змінної.  

Кожна із формул цієї таблиці справедлива в будь-якому проміжку, який 
міститься в області визначення відповідної підінтегральної функції,  її вірність 

можна перевірити диференціюванням. 

    Невизначені інтеграли (1-22) називають основними або табличними 

інтегралами і їх необхідно запам`ятати. 

    Корисно також запам`ятати, що якщо  u = ax + b   і 

  ,)()( CuFduuF  

то  

                                            CbaxF
a

dxbaxF )(
1

)( .                                   (23) 
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    Існує три основні методи інтегрування функцій: метод розкладу, метод 

заміни змінної і метод інтегрування частинами. Розглянемо кожний з цих 

методів. 

7. Безпосереднє інтегрування і метод розкладу 

    Під безпосереднім інтегруванням розуміють пряме використання таблиці 

інтегралів.  

Приклад. Знайти 7 2(5 7 2) .x x dx   

Розв`язання. Скориставшись властивостями невизначеного інтеграла,  

матимемо   7 2 7 2 7 2(5 7 2) 5 7 2 5 7 2x x x dx x dx dx x dx x dx dx              . 

Звідки застосувавши степеневий інтеграл (1) 

7 2(5 7 2)x x dx    
8 3 8

3

1 2 3

5
5 7 2 7 2 ,

8 3 8

x x x
C C x C x x C           

де .321 CCCC   

Приклад. Знайти  .
3

23

dx
x

xexx x




 

Розв`язання.      


dx
x

x

x

ex

x

x
dx

x

xexx xx

3

2

3

3

33

23

 

.ln
3

2
ln

3

2
2

3

2

5

  


xe
xx

CCxex
x

dx
dxedxx xxx  

 

8 Інтегрування  методом заміни змінної (метод підстановки) 

Якщо безпосередньо (за допомогою таблиці) не вдається знайти первісну, 
то застосовують метод заміни  змінної. Суть цього методу полягає у 

застосуванні такої нової змінної інтегрування, що заданий інтеграл зводиться 
до нового інтеграла, який є табличним або таким, що зводиться до нього.  

Нехай треба обчислити інтеграл ( )f x dx . Заміна змінної здійснюється за 

допомогою підстановок двох видів: 

1) покладають ( ),x t  де ( )t – неперервно диференційована функція 

нової змінної  t , яка має обернену функцію. Тоді ( )dx t dt   і, застосувавши 

властивість інваріантності форми першого диференціала, отримаємо формулу 
заміни змінної  

( ) ( ( )) ( )f x dx f t t dt   ; 
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2) покладають ),(xu    де  u  – нова змінна, тоді формула заміни змінної 

має вигляд 

   .)()()( duufdxxxf   

Приклад. Знайти    3sin cosx xdx . 

Розв`язання.  
4 4

3 3
sin sin

sin cos
cos 4 4

u x u x
x xdx u du C C

du xdx


     

  . 

Приклад. Знайти    
2

6
.

9

x dx

x   

Розв`язання.  Покладемо, що  x
3 
= t. Тоді  3x

2
 dx=dt  i 

32 2

6 6 22

1 3 1 1 1

9 3 9 3 9 3 3 33

x tx dx x dx dt t
arctg C

x x tx dx dt


      

  
    

31

9 3

x
arctg C  . 

9 Метод інтегрування частинами 

Нехай   u(x) i v(x) – дві функції, які мають неперервні похідні. Тоді 

( )d uv u dv v du    .  Інтегруючи цю рівність, одержимо  

( )d uv vdu udv    , але  ( )d uv uv C  ,  

звідки 

  vduuvudv . (9.1) 

Ця формула називається формулою інтегрування частинами, а метод 
інтегрування, що грунтується на застосуванні цієї формули, – методом інтегру-

вання частинами. 
 Метод інтегрування частинами є ефективним, якщо інтеграл у правій 

частині рівності виявиться простішим, ніж вихідний. 
 Укажемо деякі види інтегралів, для знаходження яких застосовують 

метод інтегрування частинами (Табл. 1). 

Таблиця 1 

№  

з/п 
Вид інтеграла 

Позначення підінтегрального 

виразу 

1  ,)( dxexP ax
 

де Р(х) – многочлен 

u=P(x);  dv=e
ax

dx 
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2  bxdxxP cos)(    u=P(x); dv=cosbxdx 

3  bxdxxP sin)(  u=P(x);  dv=sinbxdx 

4  xdxxP ln)(  u=lnx;  dv=P(x)dx 

5  xdxxP alog)(  ;log xu a  dv=P(x)dx 

6  arctgbxdxxP )(  u=arctgbx; dv=P(x)dx 

7  arcctgbxdxxP )(  u=arcctgbx; dv=P(x)dx 

8  bxdxxP arcsin)(  u=arcsinbx; dv=P(x)dx 

9  bxdxxP arccos)(  u=arccosbx; dv=P(x)dx 

 

10  bxdxeax cos  Обидва рази за  u вибирають 

або показникову функцію, або 

тригонометричну 

11  bxdxeax sin  Обидва рази за  u вибирають 

або показникову функцію, або 

тригонометричну 

 

Приклад.  Знайти   .ln2 xdxx  

Розв`язання. Вважаючи, що  u(x)=lnx,  dv(x)=x
2
dx  i  застосувавши 

формулу (9.1), одержимо 












3
;

;ln

ln 3
22

2

x
dxxvdxxdv

x

dx
duxu

xdxx   dx
x

x
x

x 1

3
ln

3

33

 

  CxxC
x

x
x

dxxx
x

)1ln3(
9

1

33

1
ln

33

1
ln

3

3
33

2
3

. 

Розв`язання цього прикладу можна записати ще й так: 

    







 dx
x

xxxxdxxxxdxxdxx
1

ln
3

1
lnln

3

1
ln

3

1
ln 333332  

    CxxCxxxdxxxx 







  1ln3

9

1

3

1
ln

3

1
ln

3

1 33323
. 
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10. Інтегрування раціональних дробів 

Нагадаємо, що раціональною функцією називається функція вигляду 

                                                                ,
)(

)(

xQ

xP

m

n                                   (10.1) 

де Рп(х) і  Qm(x) – алгебраїчні многочлени з дійсними коефіцієнтами, причому 

0)( xQm . Якщо ,0)( CxQm  то раціональна функція (10.1) буде цілою 

раціональною функцією (многочленом). Таку функцію інтегрують 
безпосередньо: 

Cx
n

a
x

a
x

a
xa nn 
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0
132

 . 

    Раціональний дріб 
)(

)(

xQ

xP

m

n  називається правильним, якщо степінь 

многочлена Рп(х) є меншим, за степінь многочлена  Qm(x), тобто, якщо n < m і є 
неправильним раціональним дробом у противному випадку, тобто , якщо .mn   

Неправильний раціональний дріб  
)(

)(

xQ

xP

m

n   (n  m) можна завжди подати у 

вигляді 

,
)(

)(
)(

)(

)(

xQ

xR
xT

xQ

xP

m

k

m

n   

де T(x) – ціла раціональна функція (многочлен) і 
)(

)(

xQ

xR

m

k  ( k< m) – правильний 

раціональний дріб. 

Як інтегрується ціла раціональна функція ми вже знаємо. Тепер 

розглянемо інтегрування правильного раціонального дробу 
)(

)(

xQ

xP

m

n   (n < m). 

Насамперед покажемо, як інтегруються елементарні раціональні дроби, тобто 

дроби типу: 

 1. ;
ax

A


 

 2.  
kax

A

)( 
, де  к – ціле число, к>1; 

 3.   ,
2 cbxax

BAx




 де  D=b

2
-4ac<0, тобто квадратний тричлен не має 

дійсних коренів.   

 4. ,
)( 2 kcbxax

BAx




 де  к – ціле число, к>1 і  D=b

2
- 4ac < 0. 

     У всіх чотирьох випадках вважаємо, що А, В, а, в, с – дійсні числа. 
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    Перелічені елементарні дроби називаються також найпростішими 
дробами 1-го, 2-го, 3-го і 4-го типів. 

 Розглянемо інтеграли від найпростіших дробів. 

 1.  .ln CaxAdx
ax

A


  

 2.  









C
k

ax
Adx

ax

A k

k 1

)(

)(

1

, де к≠1. 

 3.    











dx

cbxax

a

Ab
Bbax

a

A

baxcbxaxdx
cbxax

BAx
2

2

2

2
)2(

22

   





























a

c
x

a

b
x

dx

a

Ab
B

a
cbxax

a

A

cbxax

dx

a

Ab
Bdx

cbxax

bax

a

A

2

2

22 2

1
ln

22

2

2

 



















 cbxax

a

A

a

b

a

c

a

b
x

dx

a

Ab
B

a
cbxax

a

A 2

2

22

2 ln
2

42

2

1
ln

2
 































































































,

42

42
ln

4
2

1

2

1

,

2

1

2

1

,

4

2

4

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

C

a

b

a

c

a

b
x

a

b

a

c

a

b
x

a

b

a

ca

Ab
B

a

C

a

b
x

a

Ab
B

a

C

a

b

a

c

a

b
x

arctg

a

b

a

ca

Ab
B

a

 

 IV.  
   









dx

cbxax

a

Ab
Bbax

a

A

dx
cbxax

BAx
kk )(

2
)2(

2
22

 

  

















kk cbxax

dx

a

Ab
Bdx

cbxax

bax

a

A

)(2)(

2

2 22
 

.

42

2

1

1

)(

2

2

22

12












































kk

k

a

b

a

c

a

b
x

dx

a

Ab
B

ak

cbxax

a

A
 

якщо b
2
-4ac=0 

якщо  b
2
-4ac<0 

якщо b
2
-4ac>0 



24 
 

Останній інтеграл, як інтеграл вигляду  
,

)( 22 kpu

du
 можна знайти за 

рекурентною формулою,  згідно з якою    














  11222 22

32

))(1(2

1
kkk I

k

k

puk

u

p
I . 

    Приклад.  Знайти  
.

)21( 7x

dx
 

    Розв’язання. Маємо інтеграл від елементарного дробу ІІ типу. Оскільки 

dxdxxxd 2)21()21(   i  ,)21(
)21(

1 7

7




x
x

 то 

.
)21(12

1

6

)21(

2

1
)21()21(

2

1
)2()21(

2

1

)21( 6

6
77

7
C

x
C

x
xdxdxx

x

dx















    

    Приклад. Знайти   
.

544 2 xx

dx
 

    Розв’язання. Маємо інтеграл від елементарного дробу ІІІ типу, де А=0, 

В=1, .06442  acb  Виділивши повний квадрат із квадратного тричлена 

4х
2
+4х+5, одержимо табличний інтеграл (12). Дійсно 

   











 4)12(

2

2

1

2

12

4)12(544 222 x

dx

dxdu

xu

x

dx

xx

dx
 

C
x

arctgC
x

arctg 






2

12

4

1

2

12

2

1
*

2

1
. 

    Приклад.  Знайти    


.

322

87
2

dx
xx

x
 

    Розв’язання.  Як і в попередньому прикладі маємо також інтеграл від 

елементарного дробу третього типу, де А=-8, В=7, D=b
2
-4ac=-20 < 0. Спочатку 

виділимо похідну знаменника в чисельнику дробу. Для цього чисельник 7-8х 

подамо у вигляді 

7-8х= - 2(4х-2)+3. 

Тоді 

    

















322
3

322

24
2

322

3)24(2

322

87
2222 xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx
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4

1

2

3

2

12

3
)322ln(2

2

32

3
)322ln(2

2

2

2

2

x

dx
xx

xx

dx
xx  

























  C

x

arctgxx

x

dx
xx

5

2

1
2

5

2

2

3
)322ln(2

4

5

2

12

3
)322ln(2 2

2

2
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C
x

arctgxx 



5

12

5

3
)322ln(2 2 . 

Тут   


dx

xx

x

322

24
2

  знайдений за формулою (2) таблиці інтегралів, вважаючи 

u=2x
2
-2x+3  i  враховуючи, що  2х

2
-2х+3 > 0 для будь-якого  х, а 











4

5

2

1
2

x

dx
- 

за формулою (12), вважаючи 
2

1
 xu   i враховуючи, що  .

4

52 a
 

 

11. Інтегрування тригонометричних функцій 

Інтеграли від тригонометричних функцій, як і від функцій 

ірраціональних, не завжди можна знайти. Однак, можна вказати на підклас 
таких функцій, інтеграли від яких виражаються в скінченному вигляді. До 

цього підкласу тригонометричних функцій входять тригонометричні функції, 
що є раціональними функціями від sinx, cosx, tgx, ctgx, secx, cosecx. Оскільки 

tgx, ctgx, secx, cosecx самі виражаються раціонально через sinx i cosx, то цей 
підклас можна охарактеризувати як підклас тригонометричних функцій, які є 

раціональними функціями від sinx i cosx. 

 Інтеграл вигляду   ,)cos,(sin dxxxR  

де R –раціональна функція від sinx i cosx за допомогою так званої універсальної 

тригонометричної підстановки 

t
x

tg 
2

,     x  

зводиться до інтеграла від раціональної функції. При цьому 

,
1

2

2
1

2
2

sin
2

2 t

t

x
tg

x
tg

x






  

2

2

2

2

1

1

2
1

2
1

cos
t

t

x
tg

x
tg

x









 , 

21

2
,2

t

dt
dxarctgtx


 . 

    Зауважимо, що іноді замість підстановки  t
x

tg 
2

 вигідніше зробити 

підстановку ).20(
2

 xt
x

ctg  

    Слід також відзначити, що завдяки своїй універсальності підстановка 

t
x

tg 
2

 часто призводить до занадто громіздких викладок, що ускладнює 

знаходження інтеграла. Тому в окремих випадках доцільно застосовувати інші 
підстановки, які також раціоналізують інтеграл. 



26 
 

    Нижче вкажемо випадки, коли мета буде досягнута за допомогою  
простіших підстановок. 

     Інтеграл вигляду  ,)cos,(sin dxxxR  

де R – раціональна функція від  sinx i cosx. 
 а) Якщо виконується рівність 
R(-sinx, cosx) -R(sinx, cosx), 

то вигідно застосувати підстановку  cosx=t. 
 б) Якщо виконується рівність 

R(sinx, -cosx) -R(sinx, cosx), 
то доцільно застосувати підстановку  sinx=t. 

 в) Якщо виконується рівність  
R(-sinx, -cosx) R(sinx, cosx), 

то застосовують підстановку tgx=t або ctgx=t, при цьому, якщо tgx=t,  то 

,
11

sin
22 t

t

xtg

tgx
x





  

,
1

1

1

1
cos

22 txtg
x





  

21
,

t

dt
dxarctgtx


 . 

 Зокрема, 

  xdxxR cos)(sin   підстановкою sinx=t  зводиться до   .)( dttR  

  xdxxR sin)(cos  підстановкою  cosx=t зводиться до   .)( dttR  

  dxtgxR )(  підстановкою  tgx=t зводиться до   
.

1
)(

2t

dt
tR  

     Інтеграл вигляду   xdxx nm cossin . 

 а) Якщо m i n – цілі числа і принаймні одне з цих чисел – непарне додатне 
число, наприклад m=2k+1, тоді 

   xdxxxxdxx knnm sinsincoscossin 2  

      xdxxdxxx
knkn coscos1cossincos 22  

  .)1(cos 2 dttttx kn  

Якщо ж непарним буде число n=2p+1>0, то треба застосувати підстановку 
t=sinx. Тоді  

    .)1(sin)sin1(sincos)(cossincossin 222 dtttxdxxxdxxxxdxx pmpmpmnm  

 б) Якщо обидва показники m i n – парні невід`ємні числа(зокрема, один із 
них може дорівнювати нулю), то доцільно застосувати формули 

 ,2cos1
2

1
sin 2 xx   

 .2cos1
2

1
cos2 xx   

 в) Якщо обидва показники – парні, причому принаймні один із них –

від`ємний, то треба зробити заміну  tgx=t або ctgx=t. 
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    Зауважимо, що інтеграли вигляду   xdxx nm cossin  дуже зручно знаходити 

за допомогою рекурентних формул. 








































.,cossin
1cossin

,,cossin
1cossin

cossin
2

11

2
11

nmxdxx
nm

n

nm

xx

nmxdxx
nm

m

nm

xx

xdxx
nm

nm

nm
nm

nm  





































.1,
cossin1

2

cossin

1

1

1

,1,
cossin1

2

cossin

1

1

1

cossin
211

211

n
xx

dx

n

nm

xxn

m
xx

dx

m

nm

xxm
xx

dx

nmnm

nmnm

nm
 

    Інтеграл вигляду   xdxtg m  або  , xdxctg m  

де m  - ціле додатне число. Для знаходження такого інтеграла застосовують 

формулу 

1
cos

1
1sec

2

22 
x

xxtg   (або  1
sin

1
1cos

2

22 
x

xecxctg ), 

за допомогою якої послідовно знижується степінь тангенса або котангенса. 

    Інтеграли вигляду   ,cossin bxdxax    ,coscos bxdxax    .sinsin bxdxax  

Щоб знайти ці інтеграли, треба перейти від добутку тригонометричних функцій 

до суми за відомими формулами: 

   ,)sin()sin(
2

1
cossin xbaxbabxax                                  

     ,)cos()cos(
2

1
sinsin xbaxbabxax                                 

      .)cos()cos(
2

1
coscos xbaxbabxax                                 

    Інтеграли вигляду  

 





.

cossin

cossin

222

111 dx
cxbxa

cxbxa
   

Такі інтеграли знаходять за допомогою універсальної підстановки .
2

x
tgt   

    Інтеграли вигляду  



.

coscossinsin

coscossinsin
2

22
2

2

2
11

2
1 dx

xcxxbxa

xcxxbxa
 

Для знаходження цих інтегралів доцільно застосувати підстановку t=tgx. 

    Приклад . Знайти   .sincos 54 xdxx  

    Розв’язання.  Маємо інтеграл вигляду   ,cossin xdxx nm    де    m=5, n=4. 

Враховуючи, що m=5>0 i непарне, одержимо 

   xdxxxxdxxxxdxx sin)cos1(cossinsincossincos 2244454  

  



 dttttdttt

xdxdt

xt
)21()1(

sin

cos
424224  

 







 C

ttt
dtttt

97

2

5
)2(

975
864 C

xxx










9

cos

7

cos2

5

cos 975

. 
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    Приклад. Знайти   .cossin 42 xdxx  

    Розв’язання. Враховуючи, що m=2, n=4, тобто обидва показники додатні 
і парні, будемо мати 

  dxxxxdxxdxx )2cos1(
2

1
2sin

4

1
cos

4

1
cossin 2242  

     xxddxxxdxxxdx 2sin2sin
16

1
)4cos1(

16

1
2cos2sin

8

1
2sin

8

1 222  

   C
xxxx

xdxdx
48

2sin

64

4sin

163

2sin

16

1
4cos

16

1

16

1 33

. 

Приклад.  Знайти  


.

cos2sin

32
22

dx
xx

tgx
 

    Розв’язання. Оскільки при зміні знаків у sinx i cosx підінтегральна 
функція не змінює знака, то застосовуємо підстановку  tgx=t. Отже, маємо 

 














dt
x

dx

ttgx

dx
xxtg

tgx
dx

xx

tgx

2
2222

cos
cos)2(

32

cos2sin

32
 

.
22

3
)2ln(

22

3
)2ln(

2
3

2

2

2

32 22

222
C

tgx
arctgxtgC

t
arctgt

t

dt

t

tdt
dt

t

t











     

Приклад.  Знайти   


.

)cos1(sin

sin1
dx

xx

x
 

    Розв’язання.  Підінтегральна функція є раціональною функцією від sinx i 

cosx. Тому, зробивши підстановку ,
2

t
x

tg   одержимо 
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2

1

1
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1

2
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1

2
2

)cos1(sin
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t

t
x
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t
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t

dt
dx

t
x

tg

dx
xx
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1
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)11(
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1

1
1

1
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1
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12. Інтегрування ірраціональних функцій 
    Інтеграл від будь-якої раціональної функції, як було викладено вище, 

завжди виражається в скінченному вигляді, чого не можна сказати про інтеграл 
від функції ірраціональної. Однак, можна вказати на деякі підкласи 

ірраціональних функцій, інтеграли від яких виражаються в скінченному 
вигляді. 

    Загальний спосіб, за допомогою якого вдається знайти інтеграл від 

ірраціональної функції, полягає в тому, що внаслідок тієї чи іншої підстановки 
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інтеграл від ірраціональної функції зводиться до інтеграла від функції 

раціональної. Тому цей спосіб називають раціоналізацією заданого інтеграла. 

    Розглянемо підкласи ірраціональних функцій, інтеграли від яких 

виражаються в скінченному вигляді. 

 Інтеграл вигляду  












,,,,, 2

2

1

1

dxxxxxR p

p

n

m

n

m

n

m

   

де  R- раціональна функція, mi  i ni >1- натуральні числа (і=1, 2,…,р). 

 Цей інтеграл раціоналізується за допомогою підстановки  х=t
k
, де к – най-

менший спільний знаменник дробів 
i

i

n

m
 (i=1, 2, …,p). 

  Інтеграл вигляду 








































,,...,,

1

1

dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

p

p

n

m

n

m

  

де R- раціональна функція, mi i ni >1- натуральні числа (і=1, 2,…,р) і визначник 

0
dc

ba
 (a, b, c, d- сталі дійсні числа). 

 Такий інтеграл раціоналізується за допомогою підстановки ,kt
dcx

bax





 де 

к- найменший спільний знаменник дробів 
i

i

n

m  (i=1, 2,…,p). 

  Інтеграл вигляду  


.
2 cbxax

dx
     Цей інтеграл зводиться до 

табличного шляхом виділення повного квадрата із квадратного тричлена. 

  Інтеграл вигляду  



.

2
dx

cbxax

BAx
 

 Для знаходження цього інтеграла спочатку виділяємо в чисельнику 

похідну квадратного тричлена ах
2
+вх+с, після чого розкладаємо інтеграл на 

суму двох інтегралів: 

  

























.

2

2

2

2
)2(

2
2222 cbxax

dx

a

Ab
Bdx

cbxax

bax

a

A
dx

cbxax

a

Ab
Bbax

a

A

dx
cbxax

BAx

 

Перший із одержаних інтегралів є табличним інтегралом (1), а другий – 
розглянутий у п. 3. 

  Інтеграл вигляду  


.
)( 2 cbxaxx

dx

m
 

 Підстановкою  
t

x
1

   зводять цей інтеграл до розглянутого в п. 3. 
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 Інтеграл вигляду     ,, 2 dxcbxaxxR  де R- раціональна функція. 

 Шляхом виділення повного квадрата з квадратного тричлена ax
2
+bx+c 

цей інтеграл зводиться до одного з трьох інтегралів: 

 а)    ;, 22 dzzmzR  

 б)    ;, 22 dzzmzR  

 в)    ., 22 dzmzzR  

 Ці інтеграли знаходять відповідно за допомогою підстановок 

 а)  z=m sint; 

 б) z=m tgt; 

 в) .
cost

m
z   

    Приклад Знайти  


.
43 2 xx

dxx
 

    Розв’язання. Підінтегральна функція є раціональною функцією від 

дробових степенів  х. Отже, маємо інтеграл першого типу від ірраціональної 

функції. Тут n1=2,  n2=3,  n3=4,  тому к=12 (найменше спільне кратне чисел 2, 3 

і 4). Покладемо x=t
12

. Тоді     

   














 1
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)1(
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t
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  .1ln22
5

6
1ln

5

1

510
12 55105

510

CtttCt
tt









  

 Повертаючись до змінної  х, остаточно будемо мати 

 




 


Cxxx

xx

dxx
1ln22

5

6 12 512 56 5

43 2
. 

13. Визначений інтеграл. Формула Ньютона-Лейбниця 

 Поняття визначеного інтеграла відіграє важливу роль у математичному 

аналізі та у різноманітних його застосуваннях. 
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Розглянемо задачу,  яка призводить до поняття визначеного інтеграла.  

Задача обчислення площі криволінійної трапеції 

Нехай на відрізку  ba;   )( ba   задана неперервна функція f(x).  

 

Криволінійною трапецією 
називають плоску фігуру, яка 

обмежена кривою ( )y f x , 

прямими x a ,  x b  і відрізком 
осі Ох. Розглянемо випадок, коли 

( ) 0f x   (рис.13.1). 

Розіб`ємо відрізок  ba;  на 

n довільних частин точками 

0 1 2 1, , ,... ,n na x x x x x b                      

( 0 1 2 1... n na x x x x x b       ). 

Кожний такий відрізок буде-
мо називати частковим.  

 

Через kx  позначимо довжину часткового відрізка  1;k kx x  (к=1,2,…,n): 

.1 kkk xxx  

На кожному частковому відрізку оберемо довільну точку, абсцису якої 

позначимо через k   (к=1,2,…,n),  обчислимо )( kf  – значення заданої функції 

f(x)  у цій точці. Визначимо добуток числа  )( kf    на довжину  kx  відрізка, на 

якому взято точку  k .  Цей добуток kk xf )(  дорівнює площі прямокутника з 

основою kx  і висотою )( kf  . Сума всіх таких добутків: 

1 1 2 2

1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n k k

k

f x f x f x f x   


         

дорівнює площі ступінчастої фігури, яка складається з окремих прямокутників і 

приблизно дорівнює площі криволінійної трапеції. 
Така сума називається інтегральною сумою для функції  f(х)  на 

відрізку  .;ba . 

За точне значення площі криволінійної трапеції можна вважати границю 
S,  до якої прямує площа ступінчастої фігури, якщо n (кількість часткових 

відрізків нескінченно зростає) і 
1
max 0i

i n
x

 
  :  

max 0
1( )

lim ( )
k

n

k k
x

kn

S f x
 



  . 

Означення. Границя інтегральної суми : 







n

k

kk

n
x

xf
k 1)(

0max
,)(lim  

0a x  1x  2x  1ix 

 
ix  … 

1nx   nx  
x  

1  2  i  
… n  

y  

( )y f x  

O  

Рис.13.1 
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якщо вона існує і не залежить ні від способу розбиття відрізка  ba;   на часткові, 

ні від вибору на них точок k , називається визначеним інтегралом функції 

f(x) на відрізку  ba;   і позначається символом    
b

a

dxxf .)( Отже, 

max 0
1( )

( ) lim ( )
k

ndef

k k
x

kn

f x dx f x
 



  .    (13.1) 

Таким чином, визначений інтеграл від невід’ємної функції чисельно 

дорівнює площі криволінійної трапеції (геометричній зміст визначеного 
інтеграла) (рис.13.1). 

Числа а і  b називаються відповідно нижньою і  верхньою межами 
інтегрування,  f(x) – підінтегральною функцією, f(x)dx – підінтегральним 

виразом, x – змінною інтегрування, відрізок  ba;  –  відрізком інтегрування. 

Означення. Функція f(x), для якої на відрізку  ba;  існує визначений 

інтеграл 
b

a

dxxf .)( , називається інтегрованою на відрізку 
b

a

dxxf .)( . 

Теорема (Коші). Якщо функція ( )y f x неперервна на відрізку  ba; , то 

існує границя її інтегральної суми (визначений інтеграл). Ця границя не 

залежить ні від розбиття відрізка  ba; , ні від вибору точок k  на часткових 

відрізках. 

Основні властивості визначеного інтеграла: 

Вважатимемо, що функція ( )f x  є інтегрованою функцією на відрізку  ba;  

1) Сталий множник можна виносити за знак визначеного інтеграла:  

( ) ( )

b b

a a

cf x dx c f x dx  . 

2) Визначений інтеграл від суми (різниці) декількох інтегрованих 
функцій дорівнює сумі (різниці) інтегралів від цих функцій:  

   

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf .)()()()( 2121  

3) Якщо  1)( xf   для  х   ba; , то      

b

a

b

a

abdxdxxf )( . 

4)  

a

a

dxxf 0)( ; 

5)  

a

b

b

a

dxxfdxxf .)()(  

6)  Якщо  0)( xf  для  x   ba; , то 

  

b

a

b

a

dxdxxf 00)( . 

7) Якщо f(x) 0  для  bax ;  , то  
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b

a

dxxf .0)(  

8) Якщо f(x) і )(x  – інтегровані  функції  на  відрізку  ba;  і ( ) ( )f x x  для 

 bax ; , то 

( ) ( )

b b

a a

f x dx x dx  . 

9) Якщо функція f(x) інтегрована на відрізку  ba;   і  a<c<b, то ця функція 

інтегрована і на відрізках  ca;   і  bc; , причому 

  

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()( .  

Зауважимо, що має місце й обернене твердження. Цю властивість 
називають адитивною властивістю визначеного інтеграла. 

10) Якщо функція f(x) неперервна на відрізку  ba; ,  де  a<b,  і 

Mxfm  )(  для  bax ; , то 

 

b

a

abMdxxfabm ).()()(  

Тут m – найменше, а М – найбільше значення функції f(x) на відрізку  ba; . 

Ці нерівності дають змогу оцінити значення визначеного інтеграла.  
11) Теорема (про середнє значення визначеного інтеграла).  Якщо 

функція  f(x)  неперервна на відрізку  ba; ,  то існує точка  bac ;  така, що 

 

b

a

abcfdxxf ).)(()(       

При цьому значення функції f(x) у точці с називають середнім значенням 

цієї функції на відрізку  ba; . 

12) Для інтеграла із змінною верхньою границею ( ) ( )

x

a

x f t dt   (який є 

функцією від верхньої границі  х) виконується рівність: ( ) ( )x f x  . 

 

Формула Ньютона – Лейбніця 

Якщо функція f(x) неперервна на відрізку  ba;   і F(x) – будь- яка первісна 

для  f(x)  на цьому відрізку, то має місце формула 

 

b

a

aFbFdxxf ).()()(     (13.2) 

Ця формула має назву формули Ньютона – Лейбніця і є основною 
формулою інтегрального числення. 

Приклад Обчислити  





1

2

3
.

)511( x

dx
 

Розв`язання. За формулою Ньютона – Лейбніця 
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b

a

aFbF
a

b
xFdxxf ).()()()(  

Отже, скориставшись цією формулою і властивістю 5 визначеного 
інтеграла, одержимо 























  2

1

2

)511(

5

1
5)511(

5

1

)511(

21

2

1

2

3

3

x
dxx

x

dx
 

.
72

7
1

36

1

10

1

)1011(

1

)511(

1

10

1

2

1

)511(

1

10

1
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14. Заміна змінної у визначеному інтегралі 

 Нехай для інтеграла ( )

b

a

f x dx  від неперервної функції ( )f x зроблена 

підстановка ( )x t . 

 Теорема. Якщо: 

1) функція ( )x t   і її похідна ( )x t   неперервні при  ;t   ; 

2) множиною значень функції ( )x t  при  ;t    є відрізок  ;a b ; 

3) ( ) a    і  ( ) b   , 

Тоді                                 ( ) ( ) ( ) .

b

a

f x dx f t t dt





                 

15. Інтегрування частинами визначеного інтеграла 

 Якщо функції u(x) і v(x)   неперервні разом із своїми похідними першого 

порядку на відрізку  ba; , тоді ( )uv u v uv    . Інтегруючи обидві частини 

рівності від а  до b , отримаємо 

( ) .

b b b

a a a

uv dx u vdx uv dx       

Оскільки ( )uv dx uv C   , то ( )

b

a

b
uv dx uv

a
  , звідки  

 

b

a

b

a

b

a
vduuvudv .           

Отриману формулу називають формулою інтегрування частинами для 
визначеного інтеграла. 

Приклад.  Обчислити   


1

0

.dxxe x
 

Розв`язання. Функції  u = x  і v = -e
-x
   неперервні разом із своїми 

похідними 1u   і xev   на відрізку  1;0 , отже за формулою інтегрування 

частинами   





 




1

0

1

0

1

0;

;
dxeex

edxevdxedv

dxduxu
dxxe xx

xxx
x
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16. Геометричне та економічне застосування визначених інтегралів 

Як було встановлено (див. геометричний зміст визначеного інтеграла) 
площа криволінійної трапеції, яка  обмежена графіком неперервної  на відрізку 

 ;a b  функції ( )y f x , прямими x a ,  x b  і відрізком осі Ох (рис.16.1), 

обчислюється за формулою 

( )

b

a

S f x dx  .                 (16.1) 

Якщо криволінійна трапеція розташована нижче за вісь Ох ( ( ) 0f x  ), то її 

площа визначається за формулою 

( )

b

a

S f x dx  . 

У загальному випадку ( )

b

a

S f x dx  . 

 

Якщо плоска фігура обмежена 

кривими 1( )y f x  і  2( )y f x , причому 

на відрізку  ;a b  2 1( ) ( )f x f x  (рис.16.1), 

то її площу визначають за формулою 

2 1 2 1( ) ( ) ( ( ) ( ))

b b b

a a a

S f x dx f x dx f x f x dx       

тобто 

2 1( ( ) ( ))

b

a

S f x f x dx  . (16.2) 

 
Випадок параметричного задання функції 

 Нехай криволінійна трапеція обмежена кривою, яка задана параметрич-
ними рівняннями 

 
( ),

;
( ),

x t
t

y t


 







,  

(де ( ) a   ,  ( ) b   ) і ці параметричні рівняння визначають деяку функцію 

( )y f x  на відрізку  ;a b . Отже, площа криволінійної трапеції може бути 

обчислена за формулою ( )

b

a

S f x dx  .  

 Виконаємо заміну змінної в цьому інтегралі, покладаючи ( )x t ,   

( )dx t dt . Оскільки ( ) ( ( )) ( )y f x f t t    , то формула площі криволінійної 

трапеції, коли крива задана у параметричній формі має вигляд 

1( )y f x  

2( )y f x  

b  a  x  

y  

О 

Рис.16.1 



36 
 

( ) ( )S t t dt





   .     (16.3) 

Випадок полярної системи координат 
 Визначимо площу криволінійного сектора, тобто плоскої фігури, яка 

обмежена неперервною лінією ( )r r   і двома радіус – векторами    і    

(рис.16.2).  

 

 

Розіб’ємо криволінійній сектор ОАВ 

радіус – векторами 0 ,      

1,..., n       на п  частин довільним 

чином. Площу сектора iS  ( 1,2,...,i n ), 

що відповідає проміжку кутів  1;i i  , 

визначимо як площу сектора круга з 

радіусом ( )ir  , де  1;i i i  

 , тобто   

21
( )

2
i i iS r       ( 1i i i      ). 

 

 Складемо інтегральну  суму 2

1 1

1
( )

2

n n

i i i

i i

S r  

 

    . Її границя при 

max 0 ( )i n   є визначеним інтегралом і дає площу сектора ОАВ. 

 Отже, формула площі криволінійного сектора має вигляд 

                                                     
21
( )

2
S r d





   .                                             (16.4) 

           
          Приклад. Переріз даху цеху має 

форму арки циклоїди (радіус похідного 
кола дорівнює а). Визначити площу попе-
речного перерізу (рис.16.3) , якщо висота 

колон цеху дорівнює h .  
   

   

Розв’язання. Шукана площа є сумою площі арки циклоїди і 

прямокутника, сторони якого дорівнюють h   і  2 a , тобто 

. 2ар ціклS S ah  . 

 Циклоїда визначається рівняннями ( sin ), (1 cos )x a t t y a t    . Якщо вісь 

Ох направити вздовж лінії, яка з’єднує вершини колон, тоді за формулою 

( ) ( )S t t dt





    можна буде одержати: 

x  

y  

h  

O  Рис.16.3 

0   

1i   

i  
n   

i
  

( )r r   

p  

О 

Рис.16.2 

А 

В 
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2 2

2 2 2

.

0 0

(1 cos )(1 cos ) (1 2cos cos )ар ціклS a t t dt a t t dt

 

         

2 2
23 1

( 2sin sin 2 3
02 4

a t t t a


    . 

Остаточно загальна площа складатиме 3 2 (3 2 )S a ah a a h      . 

Об’єм тіла обертання 

Обчислення об’єму тіла за площами паралельних перерізів 

 

Визначимо об’єм V тіла, якщо відома 
площа перерізу цього тіла площиною, 

яка перпендикулярна до осі Ох:  

( ),S S x a x b     (рис.16.4). 

Припустимо, що функція ( )S S x   

неперервна на  ;a b . 

Знов застосуємо схему побудови 
інтегральних сум, яка базується на 
означенні визначеного інтеграла.  

Для цього розіб’ємо тіло площинами 

0 0 1, ,..., nx x a x x x x b      на п 

частин. 

 Виберемо точку  1;i i ix x   ( 1,2,...,i n ) і побудуємо циліндричне тіло, 

твірна якого паралельна осі Ох, а напрямна є контуром перерізу тіла площиною 

ix  . Об’єм такого циліндру дорівнює ( )i iS x  , де 1i i ix x x    . Шуканий об’єм 

V  дорівнює границі інтегральної суми функції ( )S x  на відрізку  ;a b : 

max 0
1( )

lim ( )
i

n

i i
x

in

V S x
 



  , 

тобто 

( )

b

a

V S x dx  .     (16.5) 

 Нехай навколо осі Ох обертається криволінійна трапеція, яка обмежена 

неперервною лінією ( ), ( ) 0y f x f x  , прямими x a ,  x b  і відрізком осі Ох. 

При цьому утворюється тіло, яке називають тілом обертання (рис.16.5). 

Переріз цього тіла площиною, перпендикулярною осі Ох, яка проведена через 

довільну точку х  осі  Ох, являє собою коло радіуса ( )y f x , тобто його площа 
2( )S x y . 

1ix   ix  

( )S x  

a  b  
x  

y  

О 

Рис.16.4 
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Застосовуючи формулу об’єму тіла за 
площиною паралельних перерізів, отримаємо 

2

b

x

a

V y dx  .  (16.6) 

Якщо криволінійна трапеція обмежена 
графіком неперервної функції 

( ), ( ) 0x y y   і прямими 

0, , ( )x y c y d c d    , то об’єм тіла 

обертання криволінійної трапеції навколо осі 

Оу, дорівнює  

                        
2

d

y

c

V x dy  .                                                (16.7) 

 
1.7 Економічний зміст визначеного інтеграла. 

Якщо )(tf  - продуктивність праці в момент часу t , то обсяг продукції, що 

випускається за проміжок часу  T;0  

0

( ) ,

T

u f t dt 
        

 (17.1) 

обсяг продукції, що випускається за проміжок часу  21; tt  
2

1

( ) .

t

t

u f t dt            (17.1) 

Задача. Знайти обсяг продукції, виробленої за чотири роки, якщо 

продуктивність праці характеризується формулою tettf 3)1()(  . 

Розв’язання Скористуємося формулою (17.1). Обсяг виробленої 

продукції дорівнює:      

4

0

3)1( dtetu t . 

Використаємо метод інтегрування частинами: 

.).(1053,2)214(
9

1
)1(

9

1
)15(

3

1

0

4

9

1

3

1

3

5

3

1

0

4

3

1
)1(

3

1
,

,1
)1(

5121212

312

4

0

33
333

4

0

3

одумeee

eeeet
edte

dtdu

dted

tu
dtetU ttt

ttt

t











  

 Знаходження капіталу за відомими інвестиціями 

Розглянемо задачу знаходження капіталу (основних фондів) за відомими 

частими інвестиціями . Чисті інвестиції (капіталовкладення)- це загальні 

інвестиції, які були зроблені за певний проміжок часу, за винятком інвестицій 

на відшкодування основних фондів (капіталу), які виходять з ладу. Таким 

чином, за одиницю часу капітал збільшується на суму чистих інвестицій.  

a  

( )y f x  

b  x  
x  

y  

O  

Рис.16.5 
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Якщо капітал розглядати як функцію часу )(tK , а чисті інвестиції, 

відповідно, як )(tf , то викладене вище можна записати у вигляді: )()( tK
dt

d
tf  . 

Часто вимагається знайти приріст капіталу за період з моменту часу 
1t  до 

2t , тобто величину )()( 12 tKtKK  . Враховуючи, що )(tK  - первісна для 

функції )(tf , маємо: 


2

1

)()()( 12

t

t

dttftKtKK . 

Задача. Чисті інвестиції задано функцією ttf 7000)(  . 

Визначити: 

а) приріст капіталу за три роки; 

б) термін часу (у роках), після якого приріст капіталу складає 50000.  

Розв’язок. а) Скористаємося формулою для обчислення , поклавши K  

поклавши 
1t =0; 

2t =3. 

71,242483
3

2
7000

0

3

3

2
70007000)0()3( 3

3

0

2/3

1

  tdttKKK . 

б) Позначимо шукану тривалість часу через Т, тоді  



T

dttfK
0

)( . 

Підставляємо 50000K  і ttf 7000)(  . 

;700050000
0


T

dtt  

;
3

2
7000

03

2
70007000 2/32/3

0

T
T

tdtt

T

  

;
3

2
700050000 2/3T  

;71,10
27000

3500002/3 



T  ).(86,4)71,10( 2/3 рокуT   
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Контрольна робота №4 

Диференціальні рівняння. Ряди. 

1. Основні поняття теорії диференціальних рівнянь 
 

Означення.  Диференціальним рівнянням називають рівняння, яке 

зв’язує незалежну змінну х, невідому функцію ( )y f x  та її похідні 
( ), ,..., ny y y   (або диференціали).  

 Символічно диференціальне рівняння можна записати так: 
( )( , , , ,..., ) 0nF x y y y y   .    (1.1) 

 Якщо невідома функція залежить від одного аргументу, то диференціаль-
не рівняння називають звичайним. 

Означення. Найбільший порядок похідної, яка входить в 

диференціальне рівняння (1.1) називається порядком диференціального 

рівняння.  

Означення. Функція )(xy  називається розв'язком (або інтегралом) 

диференціального рівняння (1.1), якщо вона n-раз неперервно диференційовна 

на деякому інтервалі Iba ),(  і задовольняє диференціальному рівнянню (1.1) 

Ix . 

2 Диференціальні рівняння першого порядку. 

 При 1n  диференціальне рівняння (1.1) називається диференціальним 

рівнянням першого порядку і записується таким чином  

                                               0),,( yyxF .                                     (2.1) 

 Диференціальне рівняння (4.2) називається розв'язаним  відносно 

похідної, якщо його можна представити у вигляді  

                    ( , )y f x y    або  ),( yxf
dx

dy
 .     (2.2) 

 Припускаємо, що ),( yxf  однозначна і неперервна в деякій області D 

змінних x,y. Цю область називають областю визначення диференціального 

рівняння (2.2). 

 Якщо в деякій області функція ),( yxf  перетворюється в  , то в цій 

області розглядають диференціальне рівняння   

),(

1

yxfdy

dx
 . 

Множину таких точок, а також тих, в яких ),( yxf  не визначена, але може бути 

довизначена до неперервності, будемо приєднувати до області визначення 
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диференціального рівняння (2.2). 

 Поряд  з (2.2) будемо розглядати еквівалентне диференціальне рівняння, 

записане в диференціалах 

     , 0),(  dxyxfdy      (2.3) 

або в більш загальному вигляді 

 0),(),(  dyyxNdxyxM .    (2.4) 

Означення . Розв'язком диференціального рівняння (2.2) на 

інтервалі І назвемо функцію )(xy  , визначену і неперервно диференційовану 

на І, яка не виходить з області означення функції ),( yxf  і яка перетворює 

диференціальне рівняння (2.2) в тотожність Ix , тобто 

Ixxyxf
dx

xd
    )),(,(

)(
.      

У даному випадку )(xy   називається розв'язком, записаним в явній 

формі (вигляді). 

Початковою умовою називають умову 0y y  при 0x x , яку записують 

так: 

                                       0 0( )y x y    або    00
уy хх  .                               (2.5) 

 Означення.  Загальним розв'язком диференціального рівняння першого 

порядку називають функцію ( , )y x C (яка залежить від х і довільної сталої 

С) і задовольняє умовам: 

1) функція  ( , )y x C  є розв'язком диференціального рівняння при  будь-  

якому відомому значенню С; 

2) за будь-якої початкової умови 0 0( )y x y можна відшукати таке 

значення 0C C , що функція 0( , )y x C  задовольняє цю умову. 

Іноді загальний розв'язок подають у неявній формі ( , , ) 0x y C  . 

Означення.  Частинним розв'язком диференціального рівняння 

першого порядку називають будь-яку функцію 0( , )y x C , яка отримується із 

загального розв'язку ( , )y x C при конкретному значенні сталої С = С0.  

Частинний розв'язок утворюється із загального розв'язку ( , )y x C , якщо  

в останньому довільній сталій величині С надається значення С0, яке відповідає 
початковій умові. 
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Геометричний зміст загального і частинного розв'язків  

 

Геометрично загальний розв'язок зображується 

сімейством кривих (інтегральних кривих), які в 
кожній точці М(х; у) мають дотичну з кутовим 
коефіцієнтом, що дорівнює значенню функції 

( , )f x y  у цій точці (рис.2.1). 

Частинний розв'язок , який відповідає початковій умові 0 0( )y x y , 

зображується однією з цих кривих, яка проходить через точку М(х0; у0). 

Задача визначення частинного розв'язку диференціального рівняння 

( , )y f x y  , який задовольняє початковій умові  00
уy хх  , називається  

задачею Коші. 
 

Теорема існування та єдиності розв'язку диференціального рівняння. 

Теорема. Якщо функція ( , )f x y  та її частинна похідна 

( , )yf x y неперервні у деякій області на площині, яка містить точку 0 0( ; )x y , то 

існує єдиний розв'язок рівняння ( , )y f x y  , який задовольняє початковій 

умові 0 0( )y x y . 

Цю теорему приймемо без доведення. 

Якщо задача Коші має не один розв'язок або ж зовсім його не має, то 

говорять, що в точці ),( 00 yx  порушується єдиність розв'язку задачі Коші.  

Означення. Розв'язок, в кожній точці якого порушується єдиність 

розв'язку задачі Коші, будемо називати особливим. 

 

 Рівняння з відокремлюваними змінними. 

Диференціальне рівняння вигляду ( ) ( )y f x g y   називають рівнянням 

із відокремлюваними змінними ( ( ) ( ) 0f x g y  ). 

Розглянемо рівняння в диференціалах виду 

0)()(  dyyYdxxX ,     (2. 6) 

де )(),( yYxX  – неперервні функції своїх аргументів. 

Диференціальне рівняння (2.6) є рівнянням з відокремленими змінними. 

Його можна переписати таким чином:     0))()(( dyyYdxxXd . 

Звідки маємо загальний розв'язок в квадратурах  

   cdyyYdxxX )()( .      (2. 7) 

 

Рівняння вигляду  

 
 

х 

у 

О 

Рис.2.1 

0 0( ; )M x y  
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0)()()()( 11  dyynxmdxynxm    (2. 8) 

також є рівнянням з відокремлюваними змінними. 

Припустимо, що 0)()(1 ynxm , тоді розділимо обидві частини рівняння (4. 

9) на )()(1 ynxm , отримаємо  

0
)(

)(

)(

)( 1

1

 dy
yn

yn
dx

xm

xm
.    (2.9) 

Аналогічно записуємо  

cdy
yn

yn
dx

xm

xm
  )(

)(

)(

)( 1

1

    (2.10) 

 – загальний розв'язок диференціального рівняння буде мати вигляд:  

0
)(

)(

)(

)(

00

1

1

 
y

y

x

x

d
n

n
d

m

m










    (2.11) 

 – розв'язок задачі Коші.  

На практиці інтегрування диференціального рівняння з відокремлювани-

ми змінними ( ) ( )y f x g y   доцільно проводити за наступною схемою: 

1) похідну y  записують як 
dy

y
dx

  ; 

2) розділяють змінні так, щоб одна частина рівняння містила тільки 

змінну х, а інша – змінну у: 

( )
( )

dy
f x dx

g y
 , тобто отримують рівняння з відокремленими змінними; 

3) інтегрують обидві частини здобутої рівності: 

( )
( )

dy
f x dx C

g y
    і визначають шуканий загальний розв’язок рівняння.  

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння  
21xy y   . 

Розв’язання. Це рівняння з відокремлюваними змінними.  Виконуємо 
перетворення за вказаною вище схемою: 

1) 
21

dy
x y

dx
  ; 

2) 
21

dy dx

xy



; 

3) 
21

dy dx

xy



  ,   

arcsin lny x C  . Ця рівність, яка встановлює зв’язок між змінними х,  у  

і сталою С,   і  є загальним розв’язком рівняння. 
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3 Однорідні відносно змінних диференціальні рівняння 

Розглянемо рівняння в диференціалах 0),(),(  dyyxNdxyxM , в якому 

функції ),( yxM  і ),( yxN  є однорідними функціями однієї і тієї ж степені 

однорідності m . 

Означення.  Функція ),( yxf називається однорідною функцією виміру m , 

якщо 

),(),( yxfttytxf m .    (3.1) 

Якщо (3.1) виконуються при 0t , то функція ),( yxf  називається 

додатною однорідною. 

Однорідне рівняння завжди можна звести до рівняння вигляду  











x

y

dx

dy
 ,     (3.2) 

 в якому функція 








x

y
  – однорідна функція нульового виміру. 

 На практиці однорідне диференціальне рівняння рівняння зручно зводити 

до рівняння з відокремлюваними змінними відносно нової змінної и = и(х) за 

допомогою заміни .y u x   

 Приклад. Розв'язати  рівняння  1
y

y
x

   . 

 Розв’язання. Це рівняння вигляду 
y

y f
x

 
   

 
, тобто є однорідним 

рівнянням відносно х  і  у.  Виконуємо заміну y u x  , тоді y u x u    . 

Підставляємо ці вирази до рівняння  і отримаємо  1
ux

u x u
x

      або 1
du

x
dx

 . 

Останнє рівняння є  рівнянням з відокремлюваними змінними відносно нової 

змінної и. Його розв'язок знайдемо за розглянутою вище схемою: 

dx
du

x
 ;  

dx
du

x
  ;  ln lnu x C  ;  lnu Cx , звідки  ln

y
Cx

x
  –  загальний 

розв'язок рівняння. 

 
4. Лінійні диференціальні рівняння першого порядку. 

Означення. Диференціальне рівняння вигляду  

( ) ( )y p x y q x         (4.1) 

називається лінійним диференціальним рівнянням першого порядку. 

 

Метод Лагранжа (варіації довільної сталої). 
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 cdxexqey
dxxpdxxp

 
 )()(

)(     (4.2) 

– загальний розв'язок диференціального рівняння , який записаний через дві 
квадратури. Довільна стала входить завжди в загальний розв'язок лінійно.  

Метод Ейлера полягає в тому, що загальний розв'язок лінійного рівняння 

шукають у вигляді добутку двох функцій від х:  ( ) ( )y u x v x . Одну з цих 

функцій вибирають довільно, а іншу визначають із даного рівняння з 

урахуванням умови вибору першої функції.  

 Диференціюємо  у:  y u v uv    . Підставимо цей вираз до рівняння і 

отримаємо: 

( ) ( )u v uv p x uv q x      або ( ( ) ) ( )u v u v p x v q x    . 

 Оберемо таку функцію v , за якої  ( ) 0v p x v   . Це рівняння є рівнянням 

з відокремлюваними змінними. Знаходимо його розв'язок за загальною схемою: 

( )
dv

p x v
dx

  ;  ( )
dv

p x dx
v
  ;  ( )

dv
p x dx

v
   , тобто 

1 ( )C p x dx

v e
   (інтеграл 

( )p x dx  існує, оскільки функція ( )p x є неперервною від х). Нехай 1C = 1. 

Підставивши визначену функцію 
( )p x dx

v e
  до рівняння ( )u v q x  , яке 

отримали із попереднього з урахуванням умови ( ) 0v p x v   , одержимо 

рівняння 

( )

( )
p x dx

u e q x
  , 

яке є рівнянням із відокремлюваними змінними. Його розв'язком буде функція  
( )

( )
p x dx

u q x e dx  . 

 Оскільки y u v  , то остаточно маємо формулу : 

 cdxexqey
dxxpdxxp

 
 )()(

)( . 

Загальний розв'язок при умові 00 )( yxy   можна записати в Формі Коші  

















 
 x

x

dxxpdxxp

ydxexqey

x

x

x

x

0

00
0

)()(

)( .     (4.3) 

Приклад.  Розв'язати   диференціальне рівняння xxyy  . 

Розв'язання. За формулою (4.2)  

222

222

1

xxx

cecdxxeey
















  . 
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Приклад. Знайти частинний розв'язок рівняння 
31

y
y x

x
    , який 

задовольняє початковій умові 
1

2
x

y

 . 

 Розв’язання. Дане рівняння є лінійним.  

Покладемо y u v  , звідки y u v uv    . Тоді рівняння перепишеться у вигляді 

31
uv

u v uv x
x

        

                                           або   
3( ) 1

v
u v u v x

x
     . 

 Складаємо таку систему  рівнянь:    1. 0
v

v
x

   ; 

                            2. 
31uv x   . 

  

Спочатку розв’яжемо перше рівняння. 

1. 0
v

v
x

    – рівняння з відокремлюваними змінними відносно змінної v , 

яке розв’яжемо за загальною схемою:  
dv v

dx x
 ,  або  

dv dx

v x
 , 

звідки : 

dv dx

v x
  ;   

ln lnv x ;   

v x . 

 2. Підставимо вираз  v x   до рівняння  
31uv x    , отримаємо  

31u x x    –  це рівняння з відокремлюваними змінними відносно змінної и. 
Знайдемо його загальний розв'язок: 

 

31du x

dx x


 , або 

31 x
du dx

x


 , 

звідки  
21

( )du x dx
x

  ;  
21

du dx x dx
x

    ;  

3

ln
3

x
u x C   . 

 Таким чином, загальний розв'язок має вигляд 
3

(ln )
3

x
y x x C   . 

Згідно з початковою умовою 
1

2
x

y

  матимемо   

1
2 1 (ln1 )

3
C    ,  

5

3
C  . 

Отже, маємо шуканий частинний розв'язок: 
3 5

(ln )
3 3

x
y x x   . 
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5 Рівняння Бернуллі. 

Це рівняння має вигляд  

nyxqyxpy )()(  .    (5.1) 

Рівняння (5.1) інтегрується в квадратурах шляхом підстановки  

zy n 1 .      (5.2) 

 Оскільки 
dx

dy
yn

dx

dz n )1( , то, помноживши (4.5.1) на nyn  )1( : 

)()()1()1( 1 xqyxpn
dx

dy
yn nn   , 

отримаємо диференціальне рівняння 

)()1()()1( xqnzxpn
dx

dz
 ,    (5.3) 

яке вже є лінійним. 

При 10  n  рівняння Бернуллі має особливий розв'язок 0)( xy . При 

1n  розв'язок 0)( xy  міститься в загальному розв'язку при c .  

При 0n   0)( xy  не є розв'язком диференціального рівняння (5.3) 

Приклад.  Розв'язати   диференціальне рівняння   

2)1( yxyy  . 

Розв'язання. Це є рівняння Бернуллі при 2n . Згідно алгоритму  

)1(
12 x
y

yy  
,   z

y


1
,  )1( xz

dx

dz
 . 

 Отже, 

  xcecdxexez
y

xxx  

 )1(
1

 

–  загальний  розв'язок нашого рівняння.  

 6 Диференціальне рівняння n-го порядку не розв'язане відносно 

старшої похідної має вигляд 

0),...,,,( )(  nyyyxF ,     (6.1) 

а розв’язане відносно 
)(ny  
має форму 
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)...,,,,( )1()(  nn yyyxfy .    (6.2) 

Частинний випадок цих рівнянь – це лінійне рівняння 

              )()()( )1(
1

)( xfyxpyxpy n
nn    .    

Означення. Функція y=y(x) визначена і  n раз неперервно–

диференційовна на (a,b), називається розв'язком диференціального рівняння 

(4.6.1), якщо вона на (a,b) перетворює це рівняння в тотожність 

(a,b)x,(x)),y(x),yF(x,y(x), (n)  0 .   (6.3) 

Будь-якому розв'язку диференціального рівняння відповідає на площині (x,y) 

деяка крива, яку будемо називати інтегральною. 

Серед диференціальних рівнянь вищого порядку найширше застосування 

при розв’язанні інженерних задач мають рівняння другого порядку.   
 У загальному  вигляді диференціальне рівняння другого порядку 
записується так: 

                           ( , , , ) 0F x y y y    або  ( , , )y f x y y  .                                  (6.4) 

Задача Коші. 

 Розглянемо диференціальне рівняння (6.3) і поставимо задачу Коші: серед 

всіх розв'язків диференціального рівняння (4.3) знайти такий y=y(x), який 

задовольняє умовам 

1
00

)1(
0000 )(,...,)(,)(   nn yxyyxyyxy ,   (6.5) 

де 1
0000 ,...,,,  nyyyx –задані числа, x0 – початкове значення незалежної змінної, 

y0,y0
1
, …y0

n-1
 –початкові данні. 

 Для диференціального рівняння другого порядку  

),,()( yyxfxy       (6. 6) 

задача Коші полягає в тому, щоб знайти такий розв'язок диференціального 

рівняння (4.6.6), який би задовольняв умовам 

      00 )( yxy  , 00 )( yxy  .                                                  (6.7) 

Означення. Загальним розв'язком диференціального рівняння 

другого порядку ( , , )y f x y y   називають функцію 1 2( , , )y x C C  (що 

залежить від х і двох довільних сталих С1  і  С2 ), яка задовольняє таким 
умовам: 

1) функція  1 2( , , )y x C C  задовольняє рівнянню ( , , )y f x y y   при 

будь – яких значеннях сталих С1  і  С2; 
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2) при заданих початкових умовах 
0

0x x
y y


 ;  

0
0x x

y y


   можна визначити 

такі значення сталих 
0

1 1C C  і  
0

2 2C C , що функція 
0 0

1 2( , , )y x C C буде задовольняти цим умовам. 

Задачу визначення розв'язку диференціального рівняння другого порядку  

( , , )y f x y y  , який задовольняє початковим умовам 
0

0x x
y y


 ; 

0
0x x

y y


  , 

називають задачею Коші.  

 Розв'язати   задачу Коші означає знайти частинний розв'язок рівняння.  
Сформульована задача Коші має єдиний розв'язок , якщо функція 

( , , )f x y y  та її похідні ( , , )yf x y y , ( , , )yf x y y
  неперервні в деякій області, яка 

містить точку  0 0 0; ,x y y  ( теорема існування та єдиності). 

 

7. Рівняння, що допускають зниження порядку 
Рівняння виду: 

)()( xfy n  ,                                                   (7.1) 

де f(x) – неперервна функція на деякому інтервалі, інтегрують послідовно n 
разів: 

.... ... )(... 2
2

1
1

 

n
nn

разівn

CxCxCdxdxdxxfy  
  

 

Це і є загальний розв'язок рівняння. 

Приклад. Розв'язати задачу Коші для рівняння xy 3sin , якщо 

3

1

0
;0

0
;

27

7

0











 x
y

x
y

x
y . 

Розв'язання Задане рівняння є рівнянням третього порядку, яке містить 

лише незалежну змінну x, та третю похідну. Послідовно три рази інтегруємо 
його: 

     xdxCdxxxCxdxy sincos1sinsin 1
2

1
3

 

1

3

1
2

3

cos
cossincos C

x
xCxdxx   . 

  






















  dxCxxxCdxC

x
xy 1

2
21

3

sin1cos
3

1
cos

3

cos
cos

 

21

3

21
2

2
9

sin
sin

3

2
cossin

3

1
cos

3

2
CxC

x
xCdxCxxxC 








  . 

 Отже:     







  321

3sin
9

1
sin

3

2
CdxCxCxxy  
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  321

2cos1sin
9

1
sin

3

2
CdxCxCxxx  

.
2

cos
27

1
cos

9

7

sincos
9

1
sin

9

7

32

2
13

321
2

CxC
xC

xx

CdxCxCxxx











 

 

Використовуючи початкові умови, будемо мати: 

;0
9

0sin
0sin

3

2
;

27

7
0cos

27

1
0cos

9

7
2

3

3
3  CC   

3

1

3

0cos
0cos 1

3

 C , звідки С1=1, С2=0, С3=-1. 

Частинний розв'язок рівняння має вигляд: .1
2

cos
27

1
cos

9

7 2
3 

x
xxy  

8. Рівняння другого порядку, яке не містить невідомої функції 

Порядок рівняння ),( yxfy   можна знизити підстановкою )(xpy  , 

тоді )(xpy  . 

Рівняння першого порядку );( pxfp   з невідомою функцією p(x) має 

загальний розв'язок p=p(x;C1). Тоді з рівності p
dx

dy
  знайдемо загальний 

розв'язок заданого рівняння:   21);( CdxCxpy . 

9. Рівняння другого порядку, яке не містить незалежної змінної 

Порядок рівняння ),( yyfy   можна знизити підстановкою )(ypy  , 

тоді 
dy

dp
p

dx

dy

dy

ydp

dx

ydp
y 

)()(
. Задане рівняння матиме вигляд: 

);( pyf
dy

dp
p  . Якщо його загальним розв'язком є );( 1Cypp  , тоді одержуємо 

таке рівняння: );( 1Cyp
dx

dy
 . 

Відокремлюючи змінні, знаходимо dx
Cyp

dy


);( 1

. Інтегруючи це 

рівняння, одержимо загальний розв'язок заданого рівняння: 0);;;( 21  CCyx . 

Приклад. Розв'язати задачу Коші для рівняння 1)( 2  yyy , якщо 

0)1(;1)1(  yy . 

 Розв'язання Нехай py  , тоді 
dy

dp
py  . Отже, 12  p

dy

dp
yp . Це 

рівняння першого порядку з відокремленими змінними: ;
12 y

dy

p

pdp
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Cyp lnln)1ln(
2

1 2  , звідки yCp 12  або 1,1 1
2

1
22  CypCyp ,  

11
2  Cyy . За умовою 0)1( y , а y(1)=1, тоді 110 1  C ; C1=1. Отже, 

12  yy , де 
dx

dy
y  , тоді .

1
 ;1

2

2 dx
y

dy
y

dx

dy



  

Загальним інтегралом цього рівняння буде: .1ln 2
2 Cxyy    

Відомо, що y(1)=1, тому 210 C , 12 C . Розв'язком задачі Коші заданого 

рівняння є: 11ln 2 xyy  .  

 

10. Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами 

Означення Лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого 

порядку із сталими коефіцієнтами називається рівняння 

0 qyypy ,       (10.1) 

де p і q – дійсні числа. 

Для його розв'язання складають рівняння: 

02  qpkk ,      (10.2) 

яке називається характеристичним рівнянням. 

Очевидно, що характеристичне рівняння одержимо, коли в рівнянні (10.2) 
замінимо похідні різних порядків відповідними степенями k. Відповідно до 
коренів характеристичного рівняння, лінійне однорідне рівняння має свій 

особливий вигляд незалежних частинних та загального розв'язків, а саме: 
 

 Таблиця10.1 

Лінійне однорідне  

рівняння 
const-qp, ;0 qyypy  

Характеристичне  

рівняння 
02  qpkk  

Корені 

характеристичного 
рівняння 

q
pp

k 
42

2

2,1  

k1  k2 

(дійсні) 

k1 = k2 
(кратні) 

k1,2 =   i 

(уявні) 

Частинні розв'язки 
e

xky 1
1   

e
xky 2

2   

e
kxy 1  

e
kxxy 2  

xy e
x  cos1   

xy e
x  sin2   

Загальний розв'язок 
 e

xkCy 1
1

e
xkC 2

2  

)( 21 xCCy e
kx 

 

 xCy e
x  cos( 1

)sin2 xC   
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Приклад  Проінтегрувати рівняння 065  yyy . 

Розв'язання Складаємо характеристичне рівняння: 0652  kk . 
Визначаємо його корені: k1=2; k2=3. Маємо випадок різних, дійсних коренів. 

Отже, загальним розв'язоком рівняння є: ee
xx CCy 3

2
2

1  . 

Приклад  Проінтегрувати рівняння 0134  yyy . 

Розв'язання Відповідне характеристичне рівняння має вигляд: 

01342  kk . Знаходимо його корені: ik 329213422,1  . 

У випадку уявних коренів характеристичного рівняння загальний розв'язок 

лінійного диференціального рівняння має вигляд: )sincos( 21 xCxCy e
x   , 

де =2; =3. Отже, )3sin3cos( 21
2 xCxCy e

x  . 

 

11.  Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку 

 зі сталими коефіцієнтами 
Означення Лінійним неоднорідним рівнянням другого порядку із 

сталими коефіцієнтами називається рівняння 

).(xfqyypy        (11.1) 

Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (11.1) є сума загального 

розв'язку y  відповідного однорідного лінійного рівняння (10.1) та будь-якого 

частинного розв'язку Y неоднорідного рівняння (11.1), тобто Yyy  . 

Існує загальний метод знаходження частинного розв'язку неоднорідного 
рівняння (4.31), який називається методом варіації довільних сталих, або 

методом Лагранжа, за яким частинний розв'язок рівняння (4.11.1) має вигляд: 

  dx
W

xfxy
ydx

W

xfxy
yY

)()()()( 2
1

1
2 ,    (11.2) 

де y1(x), y2(x) – незалежні частинні розв'язки відповідного однорідного 

рівняння, а 
)()(

)()(
)(

21

21

xyxy

xyxy
xW


  - є визначник Вронського. 

Як було вже вказано, частинний розв'язок неоднорідного рівняння (11.2) 
можна знайти методом варіації довільних сталих. Проте для деяких видів 

правої частини f(x) рівняння (11.11) існують простіші методи знаходження 
частинних розв'язків. 

Розглянемо один із них – метод невизначених коефіцієнтів. 
Наведемо таблицю найпростіших правих частин f(x) рівняння (11.11) та 

відповідних видів частинних розв'язків Y за цим методом. 
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Таблиця 11.2 

Вид правої частини 

рівняння (4.11.1) 
Вид частинного розв'язку Y 

f(x)=Pn(x) 
(многочлен 

n-го степеню) 

Y=X
S
Qn(x), де 










21

21

0 ,1

0 ,0

kkякщо

kkякщо
S  

Qn(x) – многочлен n-го степеня, коефіцієнти 
якого треба визначити 

e
ax

n xPxf )()(   

e
ax

n
S xQXY )( , де 

















21

21

21

 ,2

 ,1

 ,0

kakякщо

kakякщо

kakякщо

S  

bxBbxAxf sincos)( 

 

(A, B, b – числа) 

)sincos( bxNbxMXY S  , де 










21

21

 ,1

 ,0

kbikякщо

kbikякщо
S , 

M, N – коефіцієнти, які треба визначити 

  

У загальному випадку, коли  bxxQbxxPxf mn
ax

e sin)(cos)()(  , де 

Pn(x); Qm(x) – многочлени з дійсними коефіцієнтами степеню відповідно n і m, 

тоді:  bxxTbxxRXY kk
axS

e sin)(cos)(  , де k=max{n, m};    Rk(x), Tk(x) – 

многочлени степеню k, коефіцієнти яких треба визначити; 

















21

21

21

 ,2

 ,1

 ,0

kbiakякщо

kbiakякщо

kbiakякщо

S . 

 

Приклад.  Знайти загальний розв’язок рівняння  .22 xeyyy   

 Розв’язання. Дане рівняння є лінійним неоднорідним диференціальним 

рівнянням ІІ порядку зі сталими коефіцієнтами і спеціальною правою 

частиною. Його загальний розв’язок шукаємо у вигляді y y Y  . Для 

знаходження y  розв’язуємо лінійне однорідне диференціальне рівняння, що 

йому відповідає 02  yyy . Складемо характеристичне рівняння  2к
2
+к-1=0. 

Його корені к1= - 1 і .
2

1
2 k  Отже, .2

21

x

x eCeCy  


 

Права частина
xexf 2)(  даного рівняння є функція вигляду  

,)()( ax

n exPxf   де  n=0, a =1, тому xAeY   бо ak1,2. Диференціюючи Y двічі, 

отримаємо ., xx AeYAeY   Підставимо YYY ,,  в дане рівняння:  
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xxxx eAeAeAe 22  , звідки знаходимо А=1. Отже, xeY  . Тоді загальний 

розв`язок рівняння 2 2 xy y y e     має вигляд: .2
21

x

x

x eeCeCy    

Приклад.  Знайти загальний розв`язок рівняння  .sin67 xyyy   

Розв`язання. Переконуємося, що дане рівняння є лінійним неоднорідним ІІ 

порядку зі сталими коефіцієнтами і спеціальною правою частиною, тому його 

загальний розв’язок шукаємо у вигляді y y Y  . Розв`язуємо відповідне йому 

однорідне рівняння 067  yyy . Його характеристичне рівняння к
2
-7к+6=0 

має корені к1=1, к2=6. Отже, 6

1 2 .x xy C e C e   Права частина даного рівняння 

xxf sin)(   являє собою функцію вигляду ,sincos)( bxBbxAxf   де А=0, В=1, 

b=1. Оскільки ,1 2,1kbi   то xNxMY sincos  , де М і N - коефіцієнти, які треба 

визначити. Диференціюючи Y двічі, знаходимо:  

sin cos ,   cos sin .Y M x N x Y M x N x        

Підставимо вирази  YYY ,,  в рівняння 7 6 siny y y x    : 

.sin)sincos(6)cossin(7sincos xxNxMxNxMxNxM   

У лівій частині отриманої тотожності зведемо подібні доданки: 

.sincos0sin)57(cos)75( xxxNMxNM   

Прирівнюючи коефіцієнти при cos x  і sin x  в обох частинах тотожності, 

одержимо систему рівнянь 








.157

,075

NM

NM
 

Розв`язавши її, знаходимо  .
74

5
,

74

7
 NM  Отже, .sin

74

5
cos

74

7
xxY      

Таким чином, загальний розв`язок даного рівняння має вигляд 

.sin
74

5
cos

74

76

21 xxeCeCy xx   

12. Числові ряди. Означення. Збіжність ряду та його сума.  

Необхідна умова збіжності ряду. Властивості числових рядів.  

Ряди з додатними членами. Ознаки порівняння 

Числовим рядом є нескінчена сума вигляду 

                              





1

21 ,......
n

nn uuuu                                       (12.1) 

де числа ,...,...,, 21 nuuu – члени ряду, отримані за визначеним законом. 
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Загальним членом є член ряду, виражений у вигляді функції його 

змінного номера  ).(nfun   

Ряд (12.1) є заданим тоді, коли відомий його загальний член: в цьому 

випадку, надаючи n значення 1, 2, 3,...., отримаємо будь – який член цього ряду. 

Числовий ряд (12.1) збігається, якщо сума  n  перших його членів 

(часткова сума ряду) 

                                           ,...21 nn uuuS                                     (12.2) 

при  n  має скінчену границю 

 

                                                 ,lim SSn
n




                                             (12.3) 

яка і є сумою ряду. Якщо   ,lim n
n

S


  не існує або дорівнює  , то ряд 

розбігається. 

Сформулюємо основні властивості числових рядів. 

1 Збіжний числовий ряд можна почленно  множити на сталий множник у 
результаті  утворюється також збіжний ряд. 

 Інакше кажучи, якщо    Suuu n  ......21  i  k = const, то  

                                                kSkukuku n  ......21 .                             (12.4) 

2 Збіжні числові ряди можна почленно додавати, в результаті 

утворюються також збіжні ряди. 

Якщо ,...... 121 Suuu n    ,...... 221 Svvv n    то 

                                   ....)(...)()( 212211 SSvuvuvu nn                          (12.5) 

3 У збіжному числовому ряді можна довільно групувати члени. 

 Якщо Suuu n  ......21 ,  то      

                  (u1 + u2) +u3 + (u4 + u5 +u6) + (u7 + u8) +...un +...= S .                (12.6)  

4 У збіжному числовому ряді з невід’ємними членами можна довільно 

переставляти члени, при цьому сума ряду не змінюється. 

 Якщо   Suuu n  ......21 , то  

                                      u5 + u6 +u1 + u2 + u4 + u3 +... un +...= S                     (12.7) 

5 Збіжність або розбіжність числового ряду не порушується, якщо 

приписати або відкинути на початку ряду скінчене число членів.  
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Необхідна ознака збіжності: якщо числовий ряд (12.1) збігається, то 
границя його загального члена un  за умовою необмеженого зростання числа 

членів n  прямує до нуля   

                                                .0lim 


n
n

u                                                (12.8) 

Із того, що 0lim 


n
n

u , ще не випливає, що ряд збігається (оскільки це 

необхідна ознака). Ряд може і розбігатися. 

Наслідок із необхідної ознаки: якщо границя загального члена не 
прямує до нуля за умовою необмеженого зростання числа членів n, то ряд 
розбігається. 

Фактично цей наслідок є достатньою ознакою розбіжності будь – якого 
числового ряду. 

Розглянемо достатні ознаки збіжності (розбіжності) рядів. У процесі 
дослідження збіжності числових рядів зручно використовувати ознаки 

порівняння. Якщо члени ряду є додатними: 

                                        





1

21 ...
n

nn uuuu ,                                 (12.9) 

то їх потрібно порівняти з іншим рядом,  члени якого також є додатними: 

                                          





1

21 ...
n

nn vvvv ,                               (12.10) 

збіжність або розбіжність якого відома, і якщо, починаючи з  деякого номера  n, 

1) nn vu    і ряд  (12.10) збігається, то і ряд  (12.9) також збігається; 

2) nn vu    і ряд  (12.10) розбігається, то ряд  (12.9) також розбігається; 

3) C
v

u

n

n

n



lim  (відмінна від 0 і ), то ряди  (12.9) і (12.10) збігаються або 

розбігаються одночасно. 

Під час розв’язання прикладів nv   підбирають наступним чином: 

а) якщо un  є відношенням двох многочленів різних степенів відносно  n, 
то виносять за дужки в чисельнику і знаменнику вищі степені n, скорочують їх, 

а вирази в дужках відкидають, так як вони при n  рівні деяким сталим 
величинам і на показник степеня  не впливають; 

б) якщо  un містить тригонометричні або логарифмічні функції, то символ 
цієї функції відкидають і далі чинять так само, як і в пункті а).  

При обчисленні границі можна користуватися правилом Лопіталя: 

якщо ,)(lim)(lim 


nnf
nn

 то 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

n

nf

n

nf

nn  





 за умови, що остання  

існує. 
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За використання ознак порівняння доводиться звертатися до одного з 
еталонних рядів. 

1 Геометричний ряд   

                                              


1n

nq                                                          (12.11) 

збігається при  1q   і розбігається при  .1q  

2 Узагальнений гармонічний ряд   

                                              


1

1

n
pn

                                                        (12.12) 

збігається при  p>1  і   розбігається при  .1p   

Прилад. Дослідити збіжність ряду ...
2

sin...
4

sin
2

sin 
n


 

 Розв’язання Порівняємо даний ряд з рядом 

























1

.
2

1
...

2

1
...

4

1

2

1
...

2
...

42 n

n

nn



 

 Даний ряд типу (12.11) помножений на  , де  1
2

1
q  . Такий ряд 

збігається. Застосовуючи третю ознаку порівняння для додатних рядів 

,01

2

2
sin

limlim 


n

n

nn

n

n v

u





 

робимо висновок, що обидва  ряди збігаються одночасно . 

13. Ознаки Даламбера і Коші (радикальна та інтегральна) 
збіжності числових рядів 

 Ознака Даламбера: якщо в ряді з додатними членами  







1

21 ......
n

nn uuuu  

відношення (n+1) – го члена ряду до n – го при необмеженому числі членів має 
скінчену границю 

                                                     ,lim 1 l
u

u

n

n

n



                                                 (13.1) 

то:                                                                      

 а) при 1l  ряд збігається; 
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 б) при  1l  ряд розбігається. 

 Зауваження. При 1l  питання про збіжність ряду залишається 

нерозв’язаним (потрібно застосовувати іншу ознаку збіжності).  

Приклад.  Дослідити на збіжність ряд ...
3

...
9

4

3

1 2


n

n
 

 Розв’язання.  Це ряд, що має додатні члени. Застосуємо до нього ознаку 

Даламбера. Запишемо (n+1) – й член  ряду .
3

)1(
1

2

1 




nn

n
u  Знайдемо 

,1
3

1

6

)1(2
lim

3

)1(
lim

3

3)1(
limlim

2

2

21

2
1 














 n

n

n

n

n

n

u

u

nnn

n

nn

n

n
 

таким чином,  ряд збігається. 

14. Радикальна ознака Коші: якщо в ряді, що має додатні члени границя    

                                                        ,lim lun
n

n



                                               (14.1) 

то: 

 а) при 1l   ряд збігається; 

 б) при  1l  ряд розбігається. 

 Зауваження. При 1l  питання про збіжність ряду залишається 
нерозв’язаним (потрібно застосовувати іншу ознаку збіжності).  

Дану ознаку застосовують тоді, коли  un  являє   n – й степінь будь – якого 
виразу. 

Розглянемо застосування радикальної ознаки Коші в процесі дослідження 
збіжності числових рядів. 

Приклад. Дослідити на збіжність ряд ...
)1(ln

1
...

3ln

1

2ln

1
2





nn

 

Розв’язання. Це ряд, що має додатні члени, його загальний член  
n

n

n
u 
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 . Отже, доцільно застосувати радикальну ознаку Коші 
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таким чином, даний ряд збігається. 
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 15. Інтегральна ознака Коші: ряд  


1n
nu   з додатними спадними членами 

збігається або розбігається залежно від збіжності або розбіжності невласного 
інтеграла 

                                                    


a

dnnf )( ,                                                    

де f(n) - неперервна спадна функція, частинні значення якої дорівнюють  членам 
ряду  f(n) = un   ( n = 1,2,3,...), а – будь – яке додатне число з області визначення 
функції f(n). 

 Зауваження. Ознака залишається справедливою й для рядів із членами, 
спадання яких виконується  лише починаючи з деякого номера  n = N. 

 Розглянемо приклади дослідження збіжності рядів за допомогою 
інтегральної ознаки Коші.  

 Приклад. Дослідити на збіжність ряд ...
)1ln()1(

1
..

3ln3

1

2ln2

1
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 Розв’язання.  Даний ряд має  додатні спадні члени 
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 Розглянемо функцію  
)1ln()1(

1
)(
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nf , частинні значення якої 

дорівнюють членам ряду при  n = 1,2,3,... 
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 Невласний  інтеграл 
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b

b

b

b

b  

інтеграл розбігається. За інтегральною ознакою Коші ряд також розбігається. 

16 Знакозмінні ряди. Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду.  
Абсолютна і умовна збіжності. Знакопочережні ряди. Ознака Лейбніця 

 Ряд називається знакозмінним, якщо в ньому є як  додатні, так і від’ємні 
члени. 

 Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду: якщо ряд, складений із 
абсолютних величин членів даного знакозмінного ряду, збігається, то збігається 

й даний знакозмінний ряд. 
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 Знакозмінний ряд називають абсолютно збіжним, якщо збігається  ряд, 
складений із абсолютних величин його членів.  

 Знакозмінний ряд називають умовно збіжним, якщо розбігається ряд, 
складений із абсолютних величин його членів.  

 Ряд називають знакопочережним, якщо знаки його членів чередуються. 

                                           ...1...
1

4321 


n
n

uuuuu                            (16.1) 

де   ,,...,, 21 nuuu   - додатні. 

 Знакопочережний ряд є частковим випадком знакозмінного ряду. 

 Ознака Лейбніца: якщо в знакопочережному ряді: 

 1) члени ряду спадають за абсолютною величиною, тобто 

...;...21  nuuu  

 2) границя абсолютної величини загального члена ряду при n   

дорівнює нулю, тобто ,0lim 


n
n

u  то знакопочережний ряд збігається, його 

сума додатна й менша за перший член ряду  ( 10 uS  ). 

 Зауваження. Ознака Лейбніца справедлива й тоді, коли члени ряду 
спадають, починаючи з деякого номера  Nn  . 

 Розглянемо приклади дослідження збіжності знакозмінних рядів за 
допомогою достатньої ознаки збіжності й ознаки Лейбніца. 

Приклад. 
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 Розв’язання. Даний ряд є знакопочережним. Перевіримо виконання умов 
ознаки Лейбніца: 
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Обидві умови виконуються, тому ряд збігається. 

 Ряд, складений із абсолютних величин даного ряду, 
nnn ln

1

1 





 

розбігається за другою ознакою порівняння, оскільки має місце нерівність 

.
1

ln

1

nnn



 Отже, даний ряд збігається умовно. 

Приклад.  









1

1
.

)!12(

1
1

n

n

n
 



61 
 

 Розв’язання.  Оскільки заданий ряд є знакопочережним, то перевіряємо 

виконання умов ознаки Лейбніца: 

 1  ...
)!12(

1
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1

!3

1
1 




n
 

 2  .0
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 n
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 Умови виконані, а це означає, що ряд збігається. Складаємо ряд із 

абсолютних величин членів даного ряду: ...
)!12(

1
...

!5

1

!3

1
1 




n
 

 За ознакою Даламбера маємо  .10
)12(2)!12(

)!12(
lim 





 nnn

n

n
 

Даний ряд збігається. Отже, він збігається абсолютно. 

 

17. Функцiональні ряди. Область збіжності. Поняття рівномірної збіжності. 

Ознака Вейєрштрасса. Степеневі ряди. Властивості степеневих рядів. 
Теорема Абеля. Радіус і інтервал збіжності степеневого ряду 

 Ряд вигляду 

                                 





1

21 )(...)(...)()(
n

nn xuxuxuxu                           (17.1) 

є функціональним, якщо його члени є функціями степенів х. Сукупність 

значень аргументу х, для яких функціональний ряд (17.1) збігається, є областю 

збіжності цього ряду. При різних значеннях х = хо із функціонального ряду 

одержуємо різні числові ряди, які можуть бути збіжними або розбіжними. 

 Якщо ряд (17.1) збігається і його сума дорівнює  S(x),  то 

),()()( xRxSxS nn   

де Sn (x) = u1(x) + u2 (x) +...+ un (x)  – сума n перших членів ряду (частинна сума 

ряду).   Rn (x) = un+1 (x) + un+2 + ... – залишок ряду. 

 Для усіх значень х  в області збіжності ряду має місто 

співвідношення ),()(lim xSxSn
n




  тому умову збіжності функціонального ряду 

можна записати у вигляді   

                                         .0)()(lim)(lim 


xSxSxR n
n

n
n

                           (17.2) 

 У найпростіших випадках для області збіжності ряду (17.1) достатньо 

застосувати відомі раніше ознаки збіжності, вважаючи х фіксованим. 

 Розглянемо приклади застосування основних понять і означень 

функціональних рядів для дослідження їх збіжності. 
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 Приклад. Знайти область збіжності ряду 
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 Розв`язання.  Для даного функціонального ряду запишемо 
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 Обчислимо 
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 На основі ознаки Даламбера можна стверджувати, що ряд збігається і 

причому абсолютно, якщо 11
2

1
x  або -1 <x < 1 ; ряд розбігається,  якщо  

11
2

1
x , тобто якщо -  < x < - 3  або  1 < x < . При х = 1 отримаємо 

гармонічний ряд  ...
3

1

2

1
1  ,  який  розбігається, а при х = -3 – ряд:  

...
3

1

2

1
1  , який  відповідно до ознаки Лейбніца збігається умовно. 

 Отже, даний ряд збігається при   13  x . 

Степеневий ряд – це функціональний ряд вигляду 

                                     





1

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa                     (17.3) 

або загального вигляду 

            





1

2
210 ,)(...)(...)()(

n

n
n

n
n axaaxaaxaaxaa         (17.4) 

де   an   (n = 0, 1, 2,...) – коефіцієнти членів ряду (сталі числа). 

 Під інтервалом збіжності степеневого ряду розуміють інтервал числової 

осі, симетричний відносно точки х = 0 (для ряду (17.3)) або х = а (для ряду 

(17.4)), який може бути закритим, відкритим або напіввідкритим; зокрема, цей 

інтервал може вироджуватися в точку або охоплювати всю вісь ОХ. 

 Інтервал збіжності степеневого ряду – це такий інтервал від - R до + R  

(для ряду (17.3)) або від a - R до  a + R  (для ряду (17.4 )), що для будь-якої 

точки х, яка лежить в середині цього інтервалу, ряд збігається абсолютно, а для 

всіх х, які лежать поза ним, ряд розбігається. 
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 Число R – радіус збіжності степеневого ряду. На кінцях інтервалу при   

x=-R  і  x = R питання про збіжність або розбіжність даного ряду вирішується 

індивідуально для кожного ряду. 

Властивості степеневих рядів 

 1 Сума степеневого ряду є неперервна функція в усіх внутрішніх точках 

інтервалу збіжності (- R; R), причому, якщо степеневий ряд збігається на кінцях 
інтервалу, то неперервність зберігається й при цих значеннях. 

 2 Степеневий ряд в його інтервалі збіжності можна почленно 

диференціювати, причому радіус збіжності утвореного ряду не змінюється. 

 3 Степеневий ряд у його інтервалі збіжності можна почленно інтегрувати, 

причому радіус збіжності отриманого ряду не змінюється. 

 Для визначення характеру області збіжності степеневого ряду 

застосовують теорему Абеля: 

 1 Якщо степеневий ряд збігається при деякому значенні х = хо, то він 

абсолютно збігається при будь-якому значенні х, для якого  0xx  . 

 2 Якщо ряд розбігається при деякому значенні х = х1, то він розбігається 

при будь-якому х, для якого 1xx  .  

 Теорема Абеля дозволяє судити про розташування точок збіжності й 

розбіжності степеневого ряду. 

 Визначення області збіжності степеневих рядів, у яких степені х  

розташовані строго послідовно, основане на застосуванні ознаки Даламбера 

(або інших ознак) і зводиться до використання формул:  Rx   – для ряду  

(17.3) або Rax   – для ряду  (17.4), в яких радіус збіжності знаходиться за 

формулами  

                                                           
1

lim



n

n

n a

a
R                                            (17.5)  

або   

                                                      .
lim

1

n
n

n
a

R



                                                (17.6)

 Приклад. Знайти область збіжності степеневого ряду 
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 Розв’язання.  Даний ряд є повним степеневим рядом, оскільки степені х 

розташовані строго послідовно. Обчислимо радіус збіжності даного ряду за 

формулою (4.17.5): 

;
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отже, для всіх 1x   ряд збігається, тобто для   ).1;1(x  

 Досліджимо збіжність в граничних точках. При х=-1 отримаємо числовий 

знакопочережний ряд 
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 Отже, за ознакою Лейбніца ряд збігається. 

 При х = 1 отримаємо знакододатний ряд 

...
1

...
3

1

2

1
1 

n
 

 Даний ряд є узагальненим гармонічним при 1
2

1
p . Він розбігається.  

 Отже, інтервал збіжності  буде таким:  1;1 . 

18. Формула і ряд Тейлора й Маклорена. 

Розвинення основних елементарних функцій у ряд  Маклорена 

 Якщо функція f(x) має в точці  х = а та в її околі похідні до (n+1) порядку 

включно, то справедливою є формула Тейлора 

     ),()(
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afaxafxf n
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     (18.1) 

де залишковий член Rn(x)  обчислюється за формулою Лагранжа: 
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)!1(

)(
)( )1(
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 axaf
n
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,
!

)()(

n

af n

   (n = 0, 1, 2, ...)  - коефіцієнти Тейлора. 
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 Якщо  функція f(x) має похідні всіх порядків в околі точки  х = а, то в 

формулі Тейлора число n можна брати достатньо великим. Припустимо, що  

0)(lim 


xRn
n

. Тоді при n,  отримаємо в правій частині рівності (18.1) 

нескінчений ряд, який є рядом Тейлора: 

                            ...)(
!

)(
...)()()()( )( 


 af

n

ax
afaxafxf n

n

.         (18.3) 

 Якщо необхідна і достатня умови 0)(lim 


xRn
n

 подання функції f(x) у 

вигляді степеневого ряду (ряду Тейлора) не виконується, то степеневий ряд не 

являє даної функції, хоча може й збігатися (до іншої функції). Зазначимо також, 
що для кожної з функцій існує таке а і таке R,  що в інтервалі    (a–R; a+ R) її 

можна подати в вигляді ряду Тейлора. 
 Розглянемо приклади розвинення функцій у ряд Тейлора. 

 Приклад.  Розвинути функцію f(x) = lnx  у ряд Тейлора в околі точки  

х = 1. 

 Розв’язання. Обчислимо значення функції та її похідних при х = а = 1 

функції  

 f(x) = lnx,            f(1) = ln1 = 0, 
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 Підставляючи дані значення до ряду Тейлора для довільної функції, 

отримаємо 
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Якщо в ряді Тейлора а = 0, то отримаємо ряд, який називають рядом Маклорена 
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                        ...)0(
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fxfxf               (18.4) 

 Для розвинення даної функції в ряд Маклорена необхідно: 

 1) написати ряд Маклорена для даної функції з обчисленими значеннями 

цієї функції та її похідних при х = 0; 

 2) дослідити залишок Rn(x) формули Маклорена для даної функції й 

визначити сукупність значень х, за яких отриманий ряд збігається до даної 

функції (тобто за яких 0)(lim 


xRn
n

).  

 Основні елементарні функції можна розвинути в ряд Маклорена 
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Наближене обчислення значень функцій за допомогою степеневих рядів 

 Приклад. Застосувавши формулу розвинення в ряд Маклорена функції  
mx)1(  , обчислимо  3 30    з точністю 0,001. 

 Розв’язання. Число 30 подамо таким чином  
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 Отже, .
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3

1

33

















  Розкладемо 

3

1

9

1
1 








   в біноміальний 

ряд, покладаючи, що  .
3

1
,

9

1
 mx  

  ...
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
11 2 





 nm

x
n

nmmm
x

mm
mxx  

,0357,100008,00014,00370,01

9

1

!3333

1521

9

1

!233

121

9

1

3

1
1

9

1
1

32
3

1





































  

.107,31071,30357,13
9

1
13

3

1









  

 Оскільки точність результату містить три цифри після коми, то в 
кожному доданку беремо чотири цифри після коми. Нехтуємо такими 

доданками, які за абсолютною величиною менші за 0,0001, починаючи з 
п`ятого. 

Приклад. Обчислити  dxe
x

x




0

2

. 

 Розв’язання. Серед відомих елементарних функцій не має такої, похідна  

якої дорівнювала б 
2xe .  Обчислимо цей інтеграл через розвинення 

підінтегральної функції в степеневий ряд, замінюючи в формулі 
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ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ 

 

Контрольна робота  № 3 

Завдання 1. Обчислити невизначені інтеграли.  

1.1. а)    dxxx 76 23  б)  15x

dx
 в)  xdxxsin  

        г)    .dxx
3

31   д)  .
xcos

dx
xtg

2

3 32   е)   .
xcos

dxxtg

2

3
3  

1.2. а)    dxxxx 125 34  б)
 


3

202x

dx
 в)  xdxx 2cos  

        г) 


.
7sin3

cos2
2 x

xdx
 д)  

 


.
xlnx

dx
216

4
 е) 


.

312

5

6

2

x

dxx
 

1.3. а)    dxxx 763 2  б)
 


3

15x

dx
 в)  xdxxsincos2  

        г)  
  

.
5235 xx

dx
 д)  


.dx

x

xx
2

6 543
 е) 

 .dxx x5   

1.4. а)    dxxx 765 24  б)  16x

dx
 в) arctgxdx  

       г) 


.
3cos59

6sin17

2 x

xdx
 д)  


.

125
2

3

dx
x

xxx
 е)  


.

43

25
x

x dx
 

1.5. а)    dxxxx 326 253  б)
 


4

32x

dx
 в)  x

dx
xtg

2

2

cos
 

        г) 



.

dx
x

x

94

35
 д)  


.

73
3

24

dx
x

xx
 е) 

 .dxx x75  

1.6. а)    dxxxx 326 258  б)
 


3

23x

dx
 в) arcctgxdx  

        г)  


.
xsin

xdxcos

3510

32
 д)  




.

dx
x

x

94

35
 е) 

 .dxx x2

5  

1.7. а)    dxxxx 152 23  б)
 


7

45x

dx
 в)  xdxln  

       г)   .
sin

2
2

ctg

x

dxx  д) 


.
2ln 2

dx
x

xx
 е) 


.

xsin

xdxcos
23

5
 

1.8. а)    dxxxx 653 234  б)
 


8

16x

dx
 в)  

dx
x

x
3

2

1
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       г) 
 


.
xcosxtg

dx
222

5
 д)  

 



.

31
2

dx
x

x
 е)  .dxxctgx 3  

1.9. а)    dxxxx 523 47  б)  14x

dx
 в)  

dx
x

x

52
 

       г) 



.

dx
x

x

512

53
 д)  .

ln 5 xx

dx
 е) 

 .dxx x3  

1.10. а)    dxxxx 323 47  б)  14x

dx
 в)  xdxxcos3  

    г) 


.
4

dx
x

xxe x

 д) 


.
5cos23

5sin7

x

xdx
  е) 

 .dxx x2

8  

1.11. а)    dxxxx 832 23  б)
 


4

25x

dx
 в)  xdxx ln  

    г) 


.
2sin43

2cos18

x

xdx
 д)  


.

2sin43

2cos18

x

xdx
 е) 

 .dxx x2

10  

1.12. а)    dxxxx 42 53  б)
 


3

78x

dx
 в)  xdxx 2sin2  

    г) 


.
2sin43

2cos18

x

xdx
 д) 


.

ln213

4

xx

dx
  е) 

 .dxx x2

15  

1.13. а)    dxxxx 26 254  б)
 


4

53x

dx
 в)  xdxx 3cos  

    г) 


.
123

7

10

4

x

dxx
 д) 

  
.

5cos5tg23

9
22 xx

dx
 е)   .510 243

dxxx  

1.14. а)    dxxx 52 36  б)
 


4

75x

dx
 в)  xdxxsin3  

    г) 


.
6sin34

6cos7

x

xdx
 д) 


.

7ln

5

2 xx

dx
  е) 

 .dxx x3

42  

1.15. а)    dxxxx 34 6837  б)  116x

dx
 в)  xdxarctg33  

    г) 
  

.
13tgcos

11
22 xx

dx
 д) 


.

13
dx

x

x

 е) 
 .dxx x4

63  

1.16. а)    dxxxx 9723  б) 
 


2

318x

dx
 в)  xdxarcsin  

    г) 
  

.
7ctgsin

9
22 xx

dx
 д) 


.

3 4

4

x

x

e

dxe
 е) 

 .dxx x2

11  

1.17. а)    dxxx cossin1  б)
   312x

dx
 в)    xdxx cos1  
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    г) 


.
732

2524

dx
x

exxx x

 д) 
  

.
5sin5ctg3 22 xx

dx
 е) 


.

177

3

12

5

x

dxx
 

1.18. а)    dxxx 52 24  б) 


dx
x

x

12
 в)    xdxx ln1  

    г) .
3sin

3ctg52
2

3

x

dx
x   д) 


.

715

11
8

7

x

dxx
 е) 

 .dxx x2

12  

1.19. а)  
 dxxxx 32 6337  б)  dx

x

xln
 в)  arcctgxdx5  

    г)  .cos 22 dxee xx  д)    .ctgtg
2
dxxx  е) 

 .dxx x2

24  

1.20. а)    dxxxx 1334 23  б)
 


3
3x

dx
                        в)  xdxx cos)42(  

    г) 


.
sin513

cos7
2 x

xdx
 д) 


.

xsin

xdxcos

23

25
2

 е) 
 .dxx x2

16  

1.21. а)    dxxx 716 24  б) 
16x

dx
 в)  xdxsinx 2  

        г) 


.
513

14
8

3

x

dxx
 д)  


.

2

73
8

27

dx
x

xx
 е)  

.
91

3arctg
2

3 2

dx
x

x
 

1.22. а)    dxxxx 1125 45  б)
 


4

205x

dx
 в)  xdxcosx 5  

        г) 
 




.
ln58

4

7 5
xx

dx
 д) 


.

sin3

cossin
2 x

xdxx
  е) 




.

169

43
dx

x

x

 

1.23. а)    dxxx 763 23  б)
 


3

106x

dx
 в)  xdxxsincos2  

        г)  
 


.

dx
xx 7237

 д)  .
cos

sin

5 3 x

xdx
  е) 

 .dxx x27  

1.24. а)    dxxx 765 26  б) 
17x

dx
 в)  xdxarctg2  

       г) 


.
1arcsin 23 xx

dx
 д)  








 .

73 2 dx
x

xx          е)  .
3cos3sin 22 xx

dx
 

1.25. а)    dxxxx 13126 257  б)
 


4

512x

dx
 в) 

xsin

dx
xсtg

2

2  

        г) 



.

dx
x

x

364

65
 д) 


.

43

5
5

4

x

dxx
 е) 

 .dxx x93  



71 
 

1.26. а)    dxxxx 326 258  б)
 


3

23x

dx
 в) arcctgxdx  

        г)  


.
xsin

xdxcos

3510

32
 д)  




.

dx
x

x

94

35
 е) 

 .dxx x2

5  

1.27. а)    dxxxx 152 89  б)
 


9

125x

dx
 в)  xdxlnx2  

       г)  
 .

91 2

3arctg

x

dx
e x  д) 

 



.

5

8ln7
2

dx
x

x
 е)   .

1
sin

2x

dx

x
 

1.28. а)    dxxxx 653 239  б) 



.dx

xx

xx

86

4
23

2

 в)
  


8

16x

dx
 

       г) 
 


.
xcosxtg

dx

552

5
22

 д)  
 



.dx

x

x 51
3

 е)  .dxxctgx 7  

1.29. а)    dxxxx 529 3410  б) 
18x

dx
 в) 


dx

x

x

25

3
2

 

       г) 



.

dx
x

x

312

36
 д)    .13cos dxee xx  е) 

 .dxx x8  

1.30. а)    dxxxx 32325 46  б) 
112x

dx
 в)  xdxcosx 53  

    г)  .
lnlnln xxx

dx
 д) 


.

2arcsin41 32 xx

dx
 е) 

 .dxx x2

23  

 

Завдання 2.  Обчислити визначені інтеграли.  

2.1. а)  




2

1

23 6 dxxxx  б) 
4

0

7sinsin



xdxx  

2.2. а)  




2

1

23 2 dxxx  б)   
3

0

3cos1



xdxx  

2.3. а)   

6

5

23 1 dxxx  б) 
3

1

1

2

1
dxe

x
x  

2.4. а)  




1

2

3 13 dxxx  б) 
2

4

2sin

1




dx
x

 

2.5. а)   

4

3

3 16 dxxx  б) 
3

1

1

2
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1
dx

x
x  
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2.6. а) 
4

6

3





xdxsin  б) 


0

5xdxsinх  

2.7. а) 
2

1

32 dxx  б) 
4

1 5

1
dx

x
 

2.8. а)  




2

2

2 16 dxxx  б) 
e

xdx
1

ln  

2.9. а)  




4

3

3 26 dxxx  б) 
1

0

arctgxdx 

2.10. а) 


4

6

5sin





xdx  б) 
4

0

cos



xdxx  

2.11. а) 


3

4

4cos





xdx  б)  




4

3

2 16 dxxx  

2.12. а)  

1

0

1dxx  б) 


1

0

dxxe x  

2.13. а) 
2

0

sincos



xdxx  б)  

1

0

32 1dxxx  

2.14. а)  




3

2

4 86 dxxx  б)  

3

0

2 1x

dx
 

2.15. а)  
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3

3 26 dxxx  б) 
e

xdx
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ln  

2.16. а)  

1

0

32 1 dxxx  б) 
2

4

2sin

1




dx
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2.17. а) 
2

0

3 sincos



xdxx  б)  

1

0

43 1dxxx  

2.18. а)  




3

2

4 125 dxxx  б) 
 

2
1

2
1

21 x

dx
 

2.19. а)  




4

3

3 324 dxxx  б) 
e

xdxx
1

ln  

2.20. а)  

1

0

21 dxxx  б) 
4

0

2cos

1


dx
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2.21. а)  



2

1

24 6 dxxxx  б) 
4

0
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xdxsinxsin  
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2.22. а)  



2

1

25 3 dxxx  б)   
3

0

61



xdxcosx  

2.23. а)   
6

5

34 1 dxxx  б) 
3

1

1

2
5

1
dx

x
x  

2.24. а)  



1

2

6 16 dxxx  б) 
2

4

2 2

1




dx
xsin

 

2.25. а)   
4

3

5 18 dxxx  б) 
3

1

1

2
14

1
dx

x
x  

2.26. а) 
4

6
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xdxsin  б) 


0

2dxxsinх  

2.27. а) 
2

1

45 dxx  б) 
4

1 8

1
dx

x
 

2.28. а)  



2

2

35 106 dxxx  б) 
e

xdxlnх
1

 

2.29. а)  




4

3

3 26 dxxx  б) 
1

0

arctgxdx 

2.30. а) 


4

6

4





xdxsin  б) 
4

0

2



xdxcosx  

Завдання 3.  Обчислити площу фігури, обмеженої лініями: 

3.1. 0,4 2  yxy ;      

3.2. 0,6,2  yxyxy ; 

3.3. 9,4,0,42  xxyxy  

3.4. 1,,   xeyey xx ; 

3.5. 2,4 2  xyxy ; 

3.6. 032,   yxxy ; 

3.7. 5,4  yxxy ; 

3.8. 4,5,  xyxxy ; 

3.9. 
2

,,sin


 xxyxy ; 

3.10. 2 2, 4y x y x    ; 

3.11. 0,
3

,  yxtgxy


; 

3.12. 0,,ln  yexxy ; 

3.13. xyxxxy  4,1,422 ; 

3.14. 0,05,042  yyxyx ; 

3.15. 3,0,0,3
3

1 2  xxyxy ; 

3.16. 0,4 2  yxxy ; 

3.17. 065,2  yxxy ; 

3.18. xxyxy 3
2

1
,

4

1 22  ; 

3.19. 32,62  xyxy ; 

3.20. 3,0,0,322  xxyxxy . 

3.21. y=e
x
, y=e

-x
, х=1. 

3.22. х
2
=4у,  .

4

8
2 


x

y  

3.23. у=х
2
-2х+3,  у=3х-1. 

3.24. :  у =(х+2)
2
,  у = 4-х. 

3.25. :  у=lnх, у=0, х= e
-1

 , х=е. 

3.26. у=(х+2)
2
,  у=4–х і  у=0. 

3.27.  :  y
2
 = 16x, y = x. 

3.28.  у
2
=16 –8х  і  у

2
=24х+48. 

3.29.  у=х
2
 –3х, 3х+у – 4=0. 

3.30. 
21

1

x
y


 , 

2

2x
y   
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Завдання 4.  

4.1. Визначити обсяг продукції, що виготовлена  робітником протягом 
четвертої години дня, якщо його продуктивність праці t змінюється в 

залежності від часу  t за формулою  f(t) = 5
43

2


t . 

4.2. Знайти середнє значення витрат, якщо обсяг виробництва змінюється від 
0 до 4-х грошових одиниць, а витрати К в залежності від обсягу виробництва  х  
описуються функцією К(х) = 3х

2
+3х+1. 

4.3. Обчислити обсяг продукції, який може виробити підприємство за зміну (8 
годин) з використанням технології, за якою продуктивність праці змінюється  
залежно від часу  t  як функція: f(t) =3е

t
/2 (дет/год.). 

4.4. Знайти обсяг продукції Q(t), виробленої за 5 років, якщо функція Коба –
Дугласа, має вигляд  g(t) = (4t+3)e

t
, а  Q = . 

4.5. Визначити запас товару на складі, який накопичується протягом двох діб , 

якщо швидкість надходження товару визначається функцією:  
 f(t) = 3t

2
 + 2t +4 (день/год.), де t -  час від початку надходження товару. 

4.6. Визначити витрати електроенергії W(t) за дві години, якщо 
t

dxхftW
0

)()( , 

де 
2

20)( xxeхf  . 

4.7. Скільки вугілля видобуде шахтар за три години роботи, якщо функція 
продуктивності праці має вигляд f(t) = 2t + 20  (т/год.)? 

4.8. Знайти обсяг продукції Q (T), виробленої за 3 роки, якщо виробнича 

функція Коба –Дугласа, має вигляд  g(t) = (3t-2)e
4t
,  а Q =

T

dt)t(g
0

. 

4.9. Електропоїзд, що відходить від залізничної станції, їде з прискоренням  
а=f(t), де t - час перебування в дорозі. Витрати електроенергії (в кВт/год.)  на 
рух електропоїзда задаються формулою 

                                                    

T

dttfM
0

)(

.  

Обчислити  витрати  електроенергії впродовж перших трьох годин руху, якщо 

f(t)=te
2t
.  

4.10. Знайти обсяг продукції Q(T)   (Q = 
T

dt)t(g
0

), що  вироблена за  T  років, 

якщо виробнича функція Коба –Дугласа g(t), має вигляд     232
t

ettg  ,  T = 4. 

4.11.  Обчислити обсяг продукції, який може виробити підприємство за зміну 
(8 годин) з використанням технології, за якою продуктивність праці змінюється  

залежно від часу  t  як функція: f(t) =(t+5)е
2t
 (дет/год.). 
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4.12.  Ріка протікає лугом, утворюючи криву y = x- 2x
2
,  одиниця довжини – 

1км, вісь Оx – лінія шосе. Скільки гектарів лугу між шосе і рікою? 

4.13.  Знайти обсяг продукції Q(Т)  (Q =

T

dttg
0

)(

), що  вироблена за 4 роки, якщо 
виробнича функція Коба –Дугласа g(t) = (t+5)е

2t
,  

4.14.  Обчислити обсяг продукції, який може виробити підприємство за зміну 
(8 годин) з використанням технології, за якою продуктивність праці змінюється  
залежно від часу  t  як функція: f(t) =(2t -3)

2
 
 
(дет/год.). 

4.15.  Знайти дисконтований прибуток К(Т) за 5 років за формулою 

dte)t(f)T(K
T

pt




0
, якщо щорічний прибуток  описується функцією f(t)=3t+2  

при відсотковій ставці  р = 5%. 

4.16.  Обчислити обсяг продукції, який може виробити підприємство за зміну 
(8 годин) з використанням технології, за якою продуктивність праці змінюється  

залежно від часу  t  як функція: f(t) = ln(t+1) (дет./год.). 

4.17.  Визначити обсяг продукції, виготовленої робітником протягом четвертої 

години робочого дня, якщо продуктивність його праці змінюється за 

формулою: f(t) = 3
14

2


t . 

4.18.  Визначити витрати електроенергії W(t) за три години роботи заводу з 

виготовлення цегли за формулою  

t

dxхftW
0

)()(

,  якщо 
xxeхf 3)(  . 

4.19.  Визначити кількість екскаваторів, випущену за три роки, якщо річний 
випуск змінюється за формулою f(t) = t

2
 + 3t,  де t – час. 

4.20.  Функція граничного прибутку задається формулою f(x)= - 0,5x+8,  де  х –  
кількість проданих одиниць товару. Визначити загальний прибуток від продажу 
1000 одиниць товару.  

4.21.  Знайти обсяг продукції Q(t),  виробленої за 5 років,  за формулою     

Q= 
T

dt)t(g
0

, якщо функція Коба –Дугласа, має вигляд  g(t) = (t+3)e
2t
 . 

4.22.  За даними спостережень для деякої країни крива Лоренцо описується 

рівнянням  f(x) = 2

х
.  Обчислити коефіцієнт Джини. 

4.23.  Визначити витрати електроенергії W(t) за п’ять годин роботи заводу 

залізобетонних конструкцій за формулою  
t

dx)х(f)t(W
0

,  якщо 
22xxe)х(f  . 

4.24.  Визначити кількість цегли, що виготовлено за шість місяців, якщо 
місячний випуск задається формулою f(t)=te

t
, де t

 
- час. 
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4.25.  Обчислити обсяг продукції, який може виробити підприємство за зміну 
(8 годин) при використанні технології, за якою продуктивність праці 
змінюється в залежності від часу  t як функція: f(t)=tе

3t
  (дет/год.).  

4.26.  Визначити витрати електроенергії W(t) за сім годин роботи заводу 

залізобетонних конструкцій за формулою 
t

dx)х(f)t(W
0

, якщо 

x)x()х(f 21 . 

4.27.  Визначити запас цегли на складі, що утвориться за п’ять днів, якщо 

надходження характеризуються функцією  
2ttetf  . 

4.28.  Знайти обсяг продукції Q(t),  виробленої за 3 рокив,  за формулою     

Q= 
T

dt)t(g
0

, якщо функція Коба –Дугласа, має вигляд  g(t) = (2t - 1)e
t
.  

4.29.  Знайти дисконтований прибуток К(Т) за чотири роки, за формулою 

dte)t(f)T(K
T

pt




0
, якщо  f(t)=2t -1, при відсотковій ставці р = 3%. 

4.30.  Визначити витрати електроенергії W(t) за 10 годин роботи насосної 

станції за формулою  
t

dx)х(f)t(W
0

,  якщо хx)х(f 5 . 

 

Завдання 5.  Дослідити на  збіжність невласні інтеграли, обчислюючи їх 
безпосередньо (за означенням) або скориставшись ознаками збіжності: 

5.1  




1

.
1

dx
x

x

.    5.2  


3

1

2
1

2
.dx

x

xcos
 

5.3 

 

 





6

3
3 22

.

152

2

xx

dxx

   5.4 


1
3 211

.
xx

dx
 

5.5 


0

.dx
x

xcos
        5.6  



2

3

e

e

.dx
ex

xlnx
 

5.7  

3

2
2 34

.
xx

dx
         5.8 



 
.

x

xdx

22  

5.9 






2 1

1
3

.dx
xx

x
arcsin

   5.10 


1

50
21,

.
x

xdxsin
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5.11 


e

.dx
x

xln
3     5.12 



2 1
.

x

dx
     

5.13 


2

.xdxcosx     5.14 


e

.
xlnx

dx

1
     

5.15 
4

3

4

2





.xdxtg     5.16 


 

1

2 562
.

xx

dx
    

5.17
 




6

2
3 2

4
.

x

dx
    5.18 

2

0



.
xsin

dx
     

5.19 




0

22 .dxex
x

  5.20  

1

0
23 5
.

xx

dx
     

5.21  


2

22 1
.

x

dx
           5.22 



a

xp dxex
0

1

   (p – фіксоване). 

5.23 


1
31

.
x

dx
    5.24 



1

0
4

2

1
.

x

dxx
 

5.25 




0

2

.dxe x

      5.26  
1

0

5
.dxxln      

5.27 


1 1
.

xx

dx
      5.28 



0
41

.dx
x

xarctgx
 

5.29 


a

.
x

xdx

43     5.30 


1
41
.

x

xdx
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Контрольна робота  № 4 

 

Завдання 1. Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь. 

1.1  а) 011 22  xyyyx ; 

  б)
2x

x

y
y  ; 

  в)
2123 xyyy  . 

1.2 а)   08  dxyedye xx

; 

      б) tgxy)xx(y  22 ; 

      в) xcosyyy 323  . 

 

1.3  а) ydyxydydxy 224  ; 

 б) xxyctgxy sin2 ; 

 в) xxyy 36 2   

1.4 а) 014 22  dyxydxyx ; 

      б) 03sin2cos  xxyy ;  

      в) 2423  xyyy . 

1.5 а) ydyxydydxy 223   

 б)   ctgxyxy 24   

 в) 1223  xyyy  

1.6 а) dxxydyyxydyxdx 22 36  ; 

      б) x
ytgxy

cos

1
' 

 

      в)
xeyyy  3106  

1.7 а)
023 22  dyxydxyx

 

  б) xyctgxy sin  

  в) xyyy cos23   

1.8 а) 43

)8(






x

yy
yy

 

б) xxxyy cossinsin   

в)
xeyy 484   

1.9 а)
  05 22  dxyedye xx

 

 б)
 24

4



 x

x

y
y

 

 в) 13208  xyyy  

1.10  а) 015 22  xyyy  

б) 01'2 xyyx  

в
xeyyy 5107    

1.11 а) 045 22  dyxydxyx  

б)
1

1

4



 x

x

y
y

 

в)
xeyyy 35106   

1.12  а) 0ln  yxyy  

б)
422' xyxy   

в) xyyy cos323   
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1.13 а) 01
1

1
2

2







y

x
yy  

   б) xxyy 3sin3cos   

   в) xyyy cos23   

1.14  а)   xx yeye 1  

б) xyyx   

в) 391223 3'''  xyyy  

 

1.15  а)   04  dxedyey xx

 

   б)  ухху 324 2   

   в) 2323  xyyy  

 

1.16    а)

 
13

4






y

yx
yy

 

б) xyyx sin  

в) 12632 2'''  xxyy  

1.17 а)
04 22  xxyyx

 

  б) хуху  23  

  в) 1352  xyyy  

1.18    а)
x

yy
yy






5

52 2

 

б) 322  xyyx  

в)
xeyyy  5106  

1.19 а) dxxyydyxydyxdx 22 222   

   б)  22 хуху   

   в)
xeyyy 5107   

 

1.20  а) 53

42






y

x
y

 

   б)
4)1(2)1(  xyyx  

   в)
xeyyy 3596   

1.21  1.22  

       а) 0157 22  dyxydxyx  

       б) 1
2




 x
x

y
y  

       в)
xeyyy 325106   

          а) xdydx)xyy(   

  б)
468 xy'xy   

  в) xsinyyy 323   

 

1.23 а) 01
1

1
2

2







x

y
yy  

        б) xcosxsinyy 22   

        в) xsinyyy  23  

1.24  а)   xx yeye 1  

   б) xyyx   

   в) 39122 3  xyyy '''
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1.25  а)   05542  dxdyy xx

 

         б)  ухху 524 3   

         в) 232  xyyy  

 

1.26   а)

 
13

4






y

yx
yy

 

         б)
2xyyx   

         в) 12652 2  xxyy '''

 

1.27 а) 04 2  xxyyx  

       б) 1
1





x

y
y  

       в) 1344  xyyy  

1.28   а) x

yy
yy






9

25 2

 

         б) 642  xyyx  

         в)
xeyyy  5103  

1.29  а) dxxydyyxdyyxdx 3222 222   

        б) y
x

y
sinxyx   

        в)
xeyyy 216107   

 

1.30  а) 63

44






y

x
y  

        б)
4)1(2)1(  xyyx  

        в)
xeyyy 5168   
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Завдання 2.  Розв’язати задачу Коші методом  невизначених коефіцієнтів.  

2.1 
2xyy  ; 0)0( y ; 0)0( y . 

2.2 6(0) ;4(0) ;95102  yyxyyy . 

2.3 xxyy  22 ; 1)0( y ; 2)0( y . 

2.4 3(0) ;7(0) ;7  yyyy e
x

. 

2.5     00 ;10 ;526134  yyxyyy . 

2.6 2(0) ;1(0) ;423  yyeyyy x

. 

2.7 2(0) 1;(0) ;162  yyeyyy x

.  

2.8 1(0) 0;(0) ;363 2  yyxyy . 

2.9 1(0) (0) ;sin4  yyxyy . 

2.10 0(0) (0) ;)712(65   yyexyyy x

. 

2.11 0(0) ;1(0) ;cos4sin42  yyxxyyy . 

2.12 2(0) (0) ;)3(2 2  yyexxyy x

. 

2.13 4(0) ;2(0) ;8  yyeyy x

. 

2.14 0(0) ;2(0) ;24552 2  yyxxyyy . 

2.15 
1(0) ;

3

1
(0) ;2cos  yyxyy

. 

2.16 27

1
(0) ;

3

4
(0) ;396 2  yyxxyyy

. 

2.17 11(0) 3;(0) ;14420208 2  yyxxyyy . 

2.18 0(1) ;1(1) ;22  yyeyy x

. 

2.19 0(0) 1;(0) ;32 2  yyxxyyy . 

2.20 6(0) ;2(0) ;3552  yyxyyy . 

2.21 4(0) 0;(0) ;384  yyxyy . 

2.22 3(0) ;4(0) ;4  yyyy e
x

. 

2.23 2(0) 1;(0) ;2  yyeyyy x

. 

2.24 2(0) ;0(0) ;sin44  yyxyy . 

2.25 5

8
(0) ;

5

1
(0) ;544 3  yyyyy e

x

. 

2.26 
0(0) ;

3

1
(0) ;32 2  yyyyy e

x

. 
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2.27 11(0) 3;(0) ;14420208 2  yyxxyyy . 

2.28 4(0) 0;(0) ;84  yyxyy . 

2.29 8

3
(0) ;

32

29
(0) ;145 2  yyxyyy

. 

2.30 
2(0) ;5(0) ;163  yyxyy

. 

 
Завдання 3. Дослідити збіжність числових рядів: 

 







1
12

5

n
n

n

!n  

3.1 
 








1 2

1

n
n

n
n

 

3.2 

 








1
1

2

2

1

n
n

n

 

3.3 

 











1

1

15

1

n

n

n

n

 

3.4 

n

n

n

n

n


















1 15

2
3

 

3.5 

 



 



1
2 1

1

n

n

n  

3.6 



1 ln

1

n nn  

3.7 



 1

5 3

)!2(

4

n

n

n

n

 

3.8 



 1

5 3

)!2(

4

n

n

n

n

 

3.9 


















2

5

18

43

n

n

n

n

  

3.10 




 1 )14(3

5

n
n

n

n  

3.11 



 1 53

2

n
n n   

3.12 



 1

5 3

)!2(

4

n

n

n

n

 

3.13  


1

2

n !n

n
arctg

 

3.14 



1
4 7

ln

n n

n

 

3.15 

 











1

1

12

1

n

n

n  

3.16 

 








1
12

2

n
n

nn

 

3.17 

 








1

1
ln1

n

n

n

n

 

3.18 







1
2

2

13

5

n

n

n  

3.19 
 



 




1
2 5

2
1

n

n

n

n

 

3.20 



1
2ln

1

n nn  

3.21 



1
2

cos

n n

n

 

3.22 







1

11

n nn

n

 

3.23 

 



 



1 2

1

n

n

n

n

 

3.24 

n

n

n

n

n















1 3

3
5

 

3.25 
 






1

sin

1
n

n

n

n



 

3.26 








1
123

5

n
n

n

 

3.27 

 



 



1 12

21

n

n

n

n

 

3.28 


 



1 552

33

n
n)n(

)!n(
  

3.29 


1

2

n !n

n
arctg
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Завдання 4. Установити, як збігається ряд: абсолютно, умовно чи розбігається. 

4.01  
 




 




1 52ln

1
1

n n

n

. 
4.02 

 







1
3

1

3
arctg1

n

n

n


. 

4.03 
 






1 !

3
1

n

n
n

n
 

4.04 
 

 











1

1

3

32
1

n

n

nn

n
. 

4.05  
 

 








2

2

!

1
1

n

n

n

n
. 

4.06 
 

nn

n

2

1
sin1

1






 . 

4.07 
 










1
3

1

53

1
1

n
n

n

)n(
. 

4.08 
 




















1

1

23

1
1

n

n
n

n

n
. 

4.09 
 

25

1
1

1

1










nn

n . 
4.10 

 


 




1 3

3
1

n

n

n

)nln(
.  

4.11 
 
















1
2

1

2

1
1ln1

n

n

n
. 

4.12 
 

32
1

1

35

1
1










 n

n

n

)n(
. 

4.13 
  
















3
1

1 2
11

n
ln

n

n . 
4.14 

 
n

n

n

n

4

4sin
1

1

1






 .  

 

4.15  
3

1 13

3
1






 n

n
arctg

n

n



. 

 

4.16  
 

 n
n

n

n

)n( 85

3
1

1 






. 

4.17 
 

45

13
1

24

2

1

1












nn

n

n

n .  
4.18 

 
n

n

n
tg

9
1

1







 . 

4.19 
 

n
n

n n

5

2
1

1






 .  
4.20 

 
)!n(n

n

n

13

1
1

1

1








 . 

4.21 
 

n

n

n

n

n )4(

3
1

1 






.  
4.22 

 
)2(

1
1

3
1 




 nnn

n
. 

4.23  
 

nn

ntgn

n

n









1

1
1 .  

4.24 
 

57

2
1

1

1










n

n

n

n
.  

4.25 



1
5

n n

nsin 
.  

4.26 

 
2

1

1 3
sin

1
n

n

n

n









 .  

4.27 
 

)n(

n
n

n

n

132
1

3

1 






. 
4.28 

 









1
2

1

14

1
1

n

n

nn
. 

4.29 
 

n
n

n nn

7

)2(
1

1

1 







. 

4.30 
 

n
n

n

e

n4

1

1




 . 
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Завдання 5.  Знайти радіус та область збіжності степеневого ряду. 

5.01 
.

n

)x(

n
n

n








1 3

2
 

5.02 
.

n

)x()(

n
n

nn






 

1

1

2

11
 

5.03 
.

)n(

x

n
n

nn




 1 712

4
 

5.04 
.

nx

n
nn

n







1
153

 

5.05  
.

)n(

x

n

nn








1
2

121

13

5
 

5.06 
.

)n(

)x(

n
n

n




 



1 38

2
 

5.07 
.

)34(21

2




 n
n

n

n

x
 

5.08 
.

)n(

x)n(

n
n

n




 



1
2 62

4
 

5.09 
.

n

)x(

n
n

n








1 2

3
 

5.10 
.

n

x
)(

n

nn
n






1

7

1 3
1  

5.11 
.

)n(

)x)(n(

n
n

n




 



1 12

43
 

5.12 
.

x)n(
)(

n
n

n
n





 


1

2
1

9

1
1  

5.13 
.x

n

n

n

n

n




1

3

7

5
 

5.14 
.

56
)1(

1

1










n

n
n

n

nx
 

5.15 
.x

nn

n

n
















1

1
1  

5.16  
.

)!3(1

1








n

n

n

x
 

5.17 
.

)n(

)x)(n(

n
n

n




 



1
2 52

31
 

5.18 








1
2

1

.
3

)1(

n
n

nn

n

x
 

5.19 








1
173

21

n
n

nn

.
)n(

)x()(
 

5.20 
.

)4(91

2




 n
n

n

n

nx
 

5.21 
.

)1(5

)23(

1
2



 



n
n

n

n

xn
 

5.22 
.

5

)1()1(

1
2

1






 

n
n

nn

n

x
 

5.23  



 



1
5 2

1

n

n

.
n

x)n(
 

5.24 
.

3

)1(

1
32

1












n

nn

nn

x
 

5.25 
.

31
1






n
n

n

n

x
 

5.26 
.

2)5(

)1()1(

1
2

1












n
n

nn

n

x
  

5.27 



 1 5

2

n

nn

.
)!n(

xn
 

5.28 
.3

1

221







n

nn x  

5.29 
.

7

24

1

n

n
n

n

x
n







 

5.30 
.

5
)1(

1
7 2

1






n

nn
n

n

x
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Завдання 6.   Розвинувши функції в ряд Маклорена, обчислити інтеграли з 

точністю  =0,001. 

6.01 
3,0

0

2dxarctgx . 6.02 dxx
2,0

0

4sin .               6.03 dxex x2
5,0

0

5 
 . 

6.04 dxx 
5,0

0

31 . 6.05 
2,0

0

2cos dxxx . 6.06 dx
x

x




5,0

0
2

3

1
. 

6.07 


4,0

0
41 x

dx
. 6.08  

5,0

0

22 )1ln( dxxx . 6.09 dx
x

x

5,0

1,0

3sin
. 

6.10 dxxx
5,0

0

3 cos . 6.11  xdxx sin
5,0

0

5
 . 6.12 dx

x

x


3,0

1,0

)1ln(
. 

6.13 dxe x



1,0

0

5 2

. 

6.14  dx
x

x













1

1,0

7
1ln

. 

6.15 
5,0

0

2 2sin xdxx . 

6.16  
1

0

4

2

3
1 dx

x
. 6.17  



5,0

0
21

dx
x

x
. 6.18 dxex

x

2
3,0

0



 . 

6.19  dxx 
5,0

0

5 31 . 6.20  
5,0

0

2 )2cos( dxx . 6.21 
5,0

0

2

5
sin x

x
. 

6.22  
5,0

0 3
dx

x

arctgx
. 

6.23  dxe

x


1

0

5

2 2

. 
6.24 dxxx )2cos(

1

0

5
 . 

6.25  
4,0

0

sin dxxx . 6.26  dx
x

x




3,0

0
3

5

1
. 6.27 dxex x24

5,0

0

3 
 . 

6.28  


5,0

0
3 41 x

dx
. 

6.29  











1

1,0 2

4
1ln

dx
x

x

. 

6.30 dxe x



1,0

0

4 2

.   

 Завдання 7.  Знайти три перші, відмінні від нуля, члени розвинення в 
степеневий ряд розв’язків диференціального рівняння заи заданими 

початковими умовами. 

7.01  ;sin 2yxy    .1)0( y  7.02  ;122  xyyxy      .0)0()0(  yy  

7.03  ;cos2 2xyxy    .1)0( y  7.04  ;yey xy           .1)0( y  

7.05  ;22 yxy    .1)0( y  7.06  ;yey x            .4)0( y  
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7.07  ;23 xeyxy    .1)0( y  7.08  ;2xyy      ;1)0( y  .1)0( y  

7.09  ;cos xexy y   .0)0( y  7.10  ;32 xyy    .
2

1
)0( y  

7.11  ;122  yxy   .1)0( y  7.12  ;22 yey x     .0)0( y  

7.13  ;cos 2yxy    .1)0( y  7.14  ;yxyy   ;1)0( y  .1)0( y  

6.15  ;cos xxyy    ;1)0( y  .0)0( y  7.16  ;2yey x    .0)0( y  

7.17  ;1)1( yxyx   .0)0( y  7.18  ;2sin xyxy    .1)0( y  

7.19  ;2cos 3yxy    .1)0( y  7.20  ;2xyyy    ;1)0( y  .1)0( y  

7.21  ;22 xeyxy    .0)0( y  7.22  ;1sin2  yxy            .0)0( y  

7.23 ;yyxy   ;0)0( y  .1)0( y  7.24  ;xyey y    .0)0( y  

7.25  ;5,0sin 2yxy    .1)0( y  7.26  ;2 yxy   ;0)0( y  .1)0( y  

7.27  ;2yyy               .3)0( y  7.28  ;22 yxxy    .5)0( y  

7.29  ;2 xyey y    .0)0( y  7.30  ;2 xyyy     .1)0( y  
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Навчальне видання 
 

 Методичні вказівки до виконання контрольних робіт на теми: „Функції  
багатьох змінних ”, „Невизначений і визначений інтеграли”, „Диференціальні 

рівняння”, „Ряди” з дисципліни  „Вища математика” зі спеціальності 051 
«Економіка» для студентів заочної форми здобуття освіти.  
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