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ВСТУП 

Пропоновані методичні вказівки призначені для студентів спеціальності 

072  «Фінанси, банківська справа та страхування» з метою надання допомоги у 

вивченні теоретичного матеріалу і опануванні практичними навичками 

розв’язання задач з дисципліни «Математика для економістів(теорія 

ймовірностей та математична статистика)». 

 Практичне заняття – форма  навчального  заняття, під час якого викладач 

організує детальний розгляд студентами окремих теоретичних положень 

навчальної дисципліни та формує вміння і навички їх практичного застосування 

шляхом індивідуального виконання студентом відповідно сформульованих 

завдань.  

Методичні вказівки містять робочу програму модуля, питання для 

самоперевірки до модульного контролю, короткий теоретичний матеріал 

(означення, формулювання теорем, формули, алгоритми методів), приклади 

розв’язання задач та перелік завдань для самостійної роботи. 

 

ПРОГРАМА МОДУЛЯ № 3 (3 семестр) 

ПРОГРАМА ЗМІСТОВОГО МОДУЛЯ №1 

Теорія ймовірностей 

 Тема 1. Класифікація подій. Основні поняття та визначення. Класична та 

статистична ймовірність, її властивості. Відносна частота появи події. 

Геометрична ймовірність. 

 Тема 2. Теореми додавання та множення ймовірностей. Умовна 

ймовірність. Теорема множення ймовірностей залежних подій. Ймовірність 

появи хоча б однієї події. 

Тема 3. Теорема додавання ймовірностей сумісних подій. Формули 

повної ймовірності та формула Бейєса. 

Тема 4. Повторні випробування. Формула Бернуллі. Локальна та 

інтегральна теореми Лапласа. 

 Тема 5. Дискретні випадкові величини та закони їх розподілу. 

Біноміальний закон та закон Пуассона.  

 Тема 6. Числові характеристики дискретних випадкових величин та їх 

властивості. Інтегральна та диференціальна функції розподілу і їх властивості.  

 Тема 7. Неперервні випадкові величини, їх числові характеристики, 

закони розподілу. Рівномірний розподіл, нормальний розподіл, їх числові 

характеристики. 

 Тема 8. Закон великих чисел. Теореми Бернуллі та Чебишева. Закон 

великих чисел. Теореми Бернуллі та Чебишева. 
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 1 

Елементи комбінаторики. Класифікація подій. Основні поняття та 

визначення. Класична та статистична ймовірність, її властивості.  

Відносна частота появи події. Геометрична ймовірність. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 Скільки чотиризначних чисел можна скласти з цифр 0, 1, 2, 3, 

4, 5, якщо: 

 а) жодна з цифр не повторюється більше одного разу; 

 б) цифри можуть повторюватися; 

 в) цифри повинні бути непарними ( цифри можуть повторюватися)? 

 Розв’язання.  
а) Першою цифрою числа може бути одна з п’яти цифр – 1, 2, 3, 4, 5 ( 0 не 

може бути першою цифрою, оскільки в такому випадку число не є  

чотиризначним); якщо перша цифра вибрана, то друга може бути вибрана 

п’ятьма способами ( так як тепер 0 включається), третя – чотирма способами, 

четверта – трьома способами. Згідно з правилом множення загальне число 

способів дорівнює 3003455  . 

 б) Першою цифрою числа може бути  одна  з  п’яти цифр  –  1, 2, 3, 4, 5    

( п’ять можливостей), для кожної з наступних цифр маємо  шість  можливостей  

( 0, 1, 2, 3, 4, 5). Отже, число шуканих чисел дорівнює 1080656665 3  . 

 в) Першою цифрою може бути одна з цифр – 1, 2, 3, 4, 5, а останньою – 

одна з цифр 1, 3, 5 ( числа повинні бути непарними). Отже, загальна кількість 

чисел дорівнює 5403665  . 

 Приклад 2 Скільки тризначних і чотиризначних чисел можна скласти з 

цифр 1, 2, 3, 4, якщо кожна цифра при складанні числа використовується не 

більше одного разу? 

 Розв’язання. За правилом множення чотиризначне число можна скласти 

241234   способами, тризначне число – 24234   способами. Тоді або 

тризначне, або чотиризначне число може бути складене за правилом додавання 

24+24=48 способами. Таким чином, загальне число тризначних і чотиризначних 

чисел, які можна скласти з цифр 1, 2, 3, 4, використовуючи під час складання 

числа кожну цифру не більше одного разу, дорівнює 48.  

Приклад 3 Скільки тризначних  чисел можна  скласти  з цифр 1, 2, 3, 4, 5, 

6, 7? 

Розв’язання. Кожне тризначне число, складене з указаних цифр, можна 

розглядати як розміщення з повтореннями, складене з трьох цифр, узятих із 

даних семи. Тому  шукана кількість тризначних чисел  

34373
3

7 A . 

Приклад 4 Скільки різних чотиризначних чисел можна скласти з цифр 0, 

1, 2, 3, якщо кожна цифра в зображенні числа зустрічається один раз? 

 Розв’язання. Чотиризначне число може бути подане як деяка 

перестановка з цифр 0, 1, 2, 3, в якій перша цифра відмінна від нуля. Оскільки 
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число перестановок з чотирьох цифр дорівнює !44 P  і з них !33 P  

перестановок починаються з нуля, то шукана кількість чисел дорівнює 

183123!33!3)14(!3!34!3!4
34

 PP . 

Приклад 4 Студенти першого курсу вивчають 10 різних предметів. У 

понеділок три пари, причому всі різні. Скількома способами можна скласти 

розклад на понеділок? 

 Розв’язання. Шукана кількість способів дорівнює числу розміщень з 10 

елементів по три, тобто 

72089103

10
A , 

оскільки мова йде про всілякі групи, кожна з яких складається з трьох 

елементів, взятих із 10, і які відрізняються одна від одної або складом 

елементів, або їх порядком. 

Приклад 5 У турнірі приймають участь 11 шахістів, причому кожні два 

шахісти зустрічаються один раз. Скільки партій було зіграно в турнірі? 

 Розв’язання. Кількість зіграних партій знаходимо за формулою числа  

сполучень з  n  різних елементів по  k , бо тут мова йде про групи елементів із 

11 по 2, які відрізняються одна від одної принаймні одним елементом. Порядок 

тут не враховується в силу того, що кожні два шахісти зустрічаються один раз. 

Отже, число зіграних партій 

55
21

10112

11





С . 

Приклад 6  Партія містить 30 деталей, вісім із яких є дефектними. 

Кількома способами можна відібрати з цієї партії шість деталей так, щоб 

чотири з них були якісними, а дві дефектними? 

 Розв’язання. Серед 30 деталей вісім є дефектними і 30-8=22 якісних. 

Чотири якісних деталі можна взяти з 22 якісних деталей 4

22
С  способами, а дві 

дефектні деталі з восьми дефектних деталей можна взяти 
2

8
С  способами. Тому 

за правилом множення число способів, які дають можливість відібрати із цієї 

партії шість деталей так, щоб чотири з них були якісними і дві дефектними, 

складатиме 

204820
21

78

4321

192021222

8

2

22










СС . 

Приклад 7 У коробці міститься шість однакових занумерованих кубиків. 

Навмання по одному виймають усі кубики. Знайти ймовірність того, що номери 

вийнятих кубиків з’являються у зростаючому порядку. 

 Розв’язання. Подія А – номери вийнятих кубиків з’являються у 

зростаючому порядку. Число всіх наслідків знаходимо за формулою   

720!6
6

 Pn . 

 Очевидно, що сприятливим події  А  є один наслідок (номери вийнятих 

кубиків з’являються у зростаючому порядку: 1, 2, 3, 4, 5, 6). Тому шуканою 

ймовірністю є: 

720

1
)( AP . 
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 Приклад 8 У конверті серед 100 фотографій знаходиться одна з тих, що 

шукають. Із конверта виймають 10 фотографій. Знайти ймовірність того, що 

серед них виявиться потрібна. 

 Розв’язання. Нехай подія А полягає в тому, що серед 10 навмання 

вийнятих фотографій виявиться потрібна, тобто та, яку відшукують. 

 Число всіх наслідків можна обчислити за формулою  

!90!10

!10010

100
Cn . 

 Сприятливими наслідками будуть такі, за яких серед 10 вийнятих 

фотографій виявиться та одна, яку відшукують і, отже, 10 – 1 = 9  непотрібних. 

Оскільки з усіх непотрібних 100 – 1 = 99 фотографій, об’єднуючи їх по дев’ять, 

можна скласти 
9
99C  груп, то, приєднуючи до кожної такої групи фотографію, 

що шукають, виявиться, що число наслідків, сприятливих події А  буде 

наступним: 

!90!9

!999

99
Cm . 

 Отже, шукана ймовірність 

.1,0
100

10

100!99!9

10!9!99

!100!9

!10!99

!90!10

!100
:

!90!9

!99
)(

10

100

9

99 










C

C
AP  

 Приклад 9 Набираючи номер телефону, абонент забув останні три цифри 

і, пам’ятаючи лише, що ці цифри різні, набрав їх навмання. Зайти ймовірність 

того, що набрані потрібні цифри. 

 Розв’язання. Нехай подія А – набрані потрібні цифри. Враховуючи, що 

три потрібні цифри повинні бути набрані з 10 різних цифр (абонент пам’ятав, 

що цифри різні), число всіх наслідків знаходимо за формулою Число розміщень 

із  п  різних елементів по  k  без повторень, бо тут важливо, які це будуть цифри 

і який їх порядок. Таким чином, 

72089103

10
 An . 

 Сприятливим події А є лише один наслідок (правильний номер телефону). 

Отже, 

720

1
)( AP . 

 Приклад 10 У партії з 15 деталей є вісім стандартних. Знайти ймовірність 

того, що серед шести, взятих навмання деталей,  буде чотири стандартних. 

 Розв’язання. Очевидно, що число всіх елементарних наслідків 
6

15
Cn  . 

Підрахуємо число елементарних наслідків, які сприяють події А – серед шести 

взятих деталей буде чотири стандартних  і   6 – 4 = 2 нестандартних. Число 

способів, якими можна обрати чотири стандартних деталі з восьми, дорівнює 
4

8С , а число способів, якими можна приєднати до них дві нестандартні деталі, 

дорівнює 2

7С  (нестандартних деталей у партії   15 – 8 = 7). Кожна комбінація 

стандартних деталей може поєднуватися з кожною комбінацією нестандартних 

деталей, тому  
2

7

4

8
CCm  . Таким чином, 
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143

42

!9!6

!15
:

!5!2!4!4

!7!8
)(

6

15

2

7

4

8 






C

CC
AP . 

Приклад 11 Десять різних книг поставлені навмання на одній полиці. 

Знайти ймовірність того, що три конкретні книги будуть поставлені поряд 

(подія  А ). 

 Розв’язання. Уявимо собі, що три конкретні книги зв’язані разом. Тоді 

число можливих способів розташування зв’язки на полиці дорівнює числу 

перестановок із восьми елементів (зв’язка плюс решта сім книг), тобто !88 P . У 

середині зв’язки три книги можна переставити !33 P  раз. При цьому кожна 

комбінація у середині зв’язки може поєднуватися з кожною із 8P  комбінацій. 

Тому число сприятливих події А наслідків дорівнює 38 PP  , тобто 38 PPm  . 

Число n усіх можливих наслідків, очевидно,  дорівнює   !10
10
P . 

 Таким чином, шукана ймовірність 

15

1

109

6

109

!3

!10

!3!8
)(

10

38 












P

PP
AP . 

 Приклад 12 Першість з футболу виборюють 18 команд, серед яких п’ять 

є лідируючими. Шляхом жеребкування команди розподілені на дві групи по 

дев’ять команд у кожній. Яка ймовірність потрапляння всіх лідируючих команд 

до однієї групи (подія А)? Яка ймовірність попадання двох лідируючих команд 

в одну групу і трьох – до другої (подія  В )? 

 Розв’язання. Очевидно, що  
9

18Cn  . 

Події А сприяє стільки наслідків, скількома способами п’яти лідируючих 

команд можуть утворити дев’ятки з чотирма командами з числа решти 13 

команд. Тому обидві групи можуть бути утворені 
4

13С  способами.  

Отже,  
4

132CmA   

та 

34

12
)(

9

18

4

13 
C

C

n

m
AP A

. 

 Розмірковуючи аналогічно, знаходимо, що число Bm  наслідків, 

сприятливих події В, дорівнює 
6

13

3

5

7

13

2

5 CCCCmB  . 

 Отже, 

17

12
)(

9

18

6

13

3

5

7

13

2

5 



C

CCCC

n

m
BP B . 

Приклад 13 На двох станках виготовляються однотипні деталі. 

Ймовірність браку для першого станка складає 3%, а для другого – 2%. 

Виготовлені деталі надходять на склад, причому деталей з першого станка 

надходить удвічі більше ніж з другого. Обчислити ймовірність того, що взята із 

складу навмання деталь буде бракованою (подія  А). 
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Розв’язання. Припустимо, що на склад надійшло к  штук деталей, 

виготовлених на  другому станку, і, отже, 2к штук деталей, виготовлених на  

першому станку. Таким чином, на склад надходить всього  п =3к штук деталей. 

Знаючи, що ймовірність браку для першого і другого станків складає 

відповідно 0,03 і 0,02, знаходимо кількість бракованих деталей 

kkm 06,003,021  , виготовлених на першому станку, і kkm 02,002,02   

кількість бракованих деталей, виготовлених на другому станку, отже, на склад 

надходить kkkmmm 08,002,006,021   штук бракованих деталей, тобто 

число наслідків, сприятливих події А. Таким чином, шукана ймовірність 

027,0
3

08,0
)( 

k

k
AP . 

Приклад 14 Робітник обслуговує два агрегати. Багатоденні 

спостереження показали, що кожний з них потребує десятихвилинної уваги 

робітника протягом години. Знайти ймовірність того, що протягом години один 

із агрегатів потребує уваги робітника в той час, коли він обслуговує другого 

(припускається, що зупинка кожного з агрегатів протягом години може 

відбутися в будь-який момент і моменти зупинки їх є  незалежними). 

Розв’язання.  Нехай   Х  –  момент початку  обслуговування першого 

агрегату, Y – другого. Один із агрегатів потребує уваги робітника в той час, 

коли він обслуговує другий, якщо 10YX . 

Розглянемо X і Y як координати в прямокутній системі координат. У 

якості одиниці масштабу оберемо хвилину. 

Усілякі наслідки зобразяться точками квадрата із сторонами 60, а 

сприятливі наслідки розташуються у заштрихованій області (рис.4). Шукана  

ймовірність дорівнює відношенню площ заштрихованої частини (її простіше 

знайти як різницю між площею квадрата і площею двох прямокутних 

рівнобедрених трикутників, катети яких дорівнюють по 50 ум.од.) до площі 

всього квадрата, тобто 

36

11

60

505060
2

2




P . 

                                                 
Рисунок 20.1 

10 

y 

0 x 

60 

50 

40 

30 

20 

60 50 40 30 20 10 

y-x =10 

x-y=10 



 9 

 

Домашнє завдання 

Теорія Теореми додавання ймовірностей. Теореми множення 

ймовірностей. Формули повної ймовірності та Байєса.  9 , с. 11 –19. 

Вправи 

 Розв’язати задачі. 

1 Скількома способами п’ять чоловік можуть розміститися у черзі до 

каси? 

Відповідь: 120. 

 2 На вершину гори ведуть сім доріг. Скількома способами турист може 

піднятися на гору та спуститися з неї? Дайте відповідь на те саме питання, якщо 

піднімання та спускання здійснюються різними шляхами. 

 Відповідь: 49; 42. 

 3 Скількома способами з 30 студентів можна обрати делегацію, яка 

складається з трьох студентів? 

 Відповідь: 4060. 

 4 Студенту необхідно здати п’ять екзаменів протягом 12 днів. Скількома 

способами можна скласти розклад екзаменів? 

 Відповідь: 95040. 

 5 Скільки різних чотиризначних чисел можна скласти з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 

5, 6, 7, 8, 8, якщо кожна цифра в зображенні числа зустрічається не більше 

одного разу? 

 Відповідь: 4536. 

 6 Енциклопедія складається з восьми томів. Скількома способами її 

можна поставити на полиці навмання, тобто так, щоб томи не були розташовані 

один за одним в порядку їх номерів? 

 Відповідь: 40319. 

 7 Скільки різних варіантів хокейної команди можна скласти з восьми 

нападаючих, п’яти захисників і 2 воротарів, якщо до складу команди повинно 

ввійти три нападаючих, два захисника і один воротар? 

 Відповідь: 1120. 

 8 У просторі задано сім точок, ніякі чотири з них не лежать в одній 

площині. Скільки різних площин можна провести через сім заданих точок? 

 Відповідь: 35. 

 9 У касі театру залишилось два квітки у партер, три квитки в бельетаж і 

один квиток на балкон. Скількома способами касир може видати по одному 

квитку шести різним особам? 

 Відповідь: 60. 

 10 Скільки словників потрібно мати, щоб можна було безпосередньо 

виконати переклад з будь-якої з чотирьох мов: української, англійської, 

німецької, французької на будь-яку іншу з цих чотирьох мов? 

 Відповідь: 12. 
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 11 Профком повинен виділити путівки, які має в наявності, на турбази, в 

будинки відпочинку і спортивні табори по одній путівці чотирьом особам. 

Скількома способами це можна зробити? 

 Відповідь: 81. 

 12 Пасажирський поїзд складається з трьох вантажних вагонів і восьми 

купейних. Скількома способами можна сформувати состав, якщо вантажні 

вагони повинні знаходитися в його початку? 

 Відповідь: 241920. 

 13 У кіоску продається морозиво шести сортів. Скількома способами 

можна купити 10 морозив? 

 Відповідь: 3003. 

 14 Із цифр 1, 2, 3, 4, 5 складаються усілякі числа, кожне з яких містить 

три або чотири цифри. Скільки таких чисел можна скласти, якщо цифри в 

числах не повторюються? 

 Відповідь: 180. 

 15 Група студентів із 30 чоловік вирішила обмінятися своїми 

фотографіями. Скільки всього фотографій потрібно для цього? 

 Відповідь: 870. 

 16 Скількома способами можна скласти наряд з трьох солдат і одного 

офіцера, якщо є 80 солдат і 3 офіцери? 

 Відповідь: 246480. 

 17 Скільки є перестановок із цифр 1, 2, 3, 4, 5  таких, які не починаються 

цифрою 5; числом 12? 

 Відповідь: 96; 114. 

 18 Скількома різними способами збори, які складаються з 30 осіб, можуть 

обрати із свого оточення голову, його замісника та секретаря? 

 Відповідь: 24360. 

 19 Командир відділення повинен відправити наряд на роботу в складі 

чотирьох чоловік. Скільки нарядів можна скласти з 10 чоловік? 

 Відповідь: 210. 

 20 Скільки різних трьохкольорових прапорів можна виготовити, 

поєднуючи синій, червоний і білий кольори? 

 Відповідь: 6. 

21  У ящику знаходиться три білих і дев’ять чорних кульок. Із нього 

навмання виймають одну кульку. Яка ймовірність того, що вийнята кулька 

виявиться чорною? 

Відповідь: 
4

3
. 

22  У ящику знаходиться чотири білих і сім чорних кульок. Із нього 

одночасно виймають дві кульки. Яка ймовірність того, що обидві кульки будуть 

білими? 

Відповідь:
55

6
. 

23  У партії із восьми деталей є шість стандартних. Знайти ймовірність 

того, що серед п’яти, взятих навмання деталей, три будуть стандартними. 
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Відповідь:
14

5
. 

24  Ольга і Микола домовилися зустріти Новий рік у компанії з десяти 

чоловік, причому обоє хотіли сидіти за святковим столом поруч. Знайти 

ймовірність виконання їх бажання, якщо серед друзів прийнято розподіляти 

місця за жеребкуванням. 

Відповідь:
9

2
. 

25  Тридцять дві букви українського алфавіту написані на картках 

розрізної азбуки. Шість карток беруть навмання і кладуть одну за одною в 

порядку появи. Знайти ймовірність того, що отримають слово «градус». 

Відповідь: 
906192

1
. 

26  На полиці 25 підручників, із яких п’ять – з теорії ймовірностей. 

Студент навмання бере два підручника. Знайти ймовірність того, що вони з 

теорії ймовірностей. 

Відповідь: 
30

1
. 

27  Із п’яти букв розрізної азбуки складено слово «книга». Дитина, яка не 

вміє читати, розсипала ці букви і потім зібрала в довільному порядку. Знайти 

ймовірність того, що в неї знову вийшло слово «книга». 

Відповідь: 
120

1
. 

28 Із восьми букв розрізної азбуки складено слово «інститут». Потім 

картки з буквами перемішують і знову збирають у довільному порядку. Яка 

ймовірність того, що знову отримають слово «інститут»? 

Відповідь: 
6720

1
. 

29  Тризначне число утворено з навмання вибраних трьох цифр, які не 

повторюються, із числа цифр 1,2,3,4,5. Яка ймовірність того, що це число 

парне? 

Відповідь: 0,4. 

30  Задумано двозначне число, цифри якого різні. Знайти ймовірність 

того, що задуманим числом являтиметься:  

а) випадково назване двозначне число;  

б) випадково назване двозначне число, цифри якого різні. 

Відповідь: а) 
90

1
; б) 

81

1
. 

31  Монета кинута двічі. Знайти ймовірність того, що хоча б один раз 

з’явиться ―герб‖. 

Відповідь:  
4

3
. 

32  У пачці є 20 лотерейних квитків, які мають номери 101, 102, ..., 120 і 

розташовані довільно. Навмання виймають дві картки. Знайти ймовірність того, 

що будуть вийняті квитки з номерами 101 і 120.  
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Відповідь:
190

1
. 

33  На складі є 15 телевізорів, причому 10 із них виготовлені Львівським 

заводом. Знайти ймовірність того, що серед п’яти взятих телевізорів три 

телевізори будуть такими, що виготовлені Львівським заводом.  

Відповідь: 
1001

400
. 

34  Пристрій складається з п’яти елементів, два з яких зношені. В разі 

включення пристрою включаються випадково два елемента. Знайти ймовірність 

того, що включеними будуть являтись незношені елементи. 

Відповідь: 0,3. 

35  Збори, на яких були присутні 25 чоловік, в тому числі п’ять жінок, 

обирають делегацію з трьох осіб. Вважаючи, що кожний із присутніх з 

однаковою ймовірністю може бути обраний, знайти ймовірність того, що до 

складу делегації увійдуть дві жінки й один чоловік. 

Відповідь: 0,087. 

36  Із партії деталей, в якій 31 деталь не має дефектів, а шість мають 

дефекти, беруть навмання три деталі. Чому дорівнює ймовірність того, що всі 

три деталі виявляються такими, що не мають дефектів? 

Відповідь: 0,579. 

37  Під час стрільби з гвинтівки відносна частота влучення в ціль 

виявилася рівною 0,85. Знайти число влучень, якщо всього було виконано     

120 пострілів. 

Відповідь: 102 попадання. 

38 Барабан револьвера має сім гнізд: в п’ять із них закладені патрони, а 

два залишені порожніми. Барабан приводиться в обертання, в результаті чого 

проти ствола випадково виявляється одне з гнізд. Після цього натискується 

спусковий курок; якщо комірка є порожньою, постріл не відбувається. Знайти 

ймовірність того, що, повторюючи такий експеримент двічі підряд, обидва рази 

постріл не відбудеться. 

Відповідь: 
49

4
. 

39  За умовою попередньої задачі знайти ймовірність того, що обидва 

рази постріл відбудеться. 

Відповідь: 
49

20
. 

40  До студентської  групи входить 10 дружинників. Три з них 

перебувають у віці від 18 до 20 років, п’ять – від 20 до 22, два – від 22 до 24 

років. Шляхом жеребкування з дружинників повинна бути обрана одна особа на 

чергування. Чому дорівнює ймовірність того, що обраним виявиться 

дружинник у віці від 18 до 22 років? 

Відповідь: 0,8. 

41  У середині еліпса з півосями а = 50 см  і  в = 20 см проведені чотири 

кола, які не перетинаються ні з еліпсом, ні між собою. Радіус кожного з цих кіл 
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дорівнює 2,1 см. Обчислити ймовірність того, що випадкова точка, положення 

якої рівно можливе всередині еліпса, виявиться усередині одного з кругів. 

Відповідь: 0,01764. 

42  Взвод рівномірно обстрілює площу шириною 90 м і глибиною 100 м, 

на якій знаходиться гарматна обслуга противника. Знайти ймовірність прямого 

попадання однією міною, якщо гарматна обслуга розташована на площі 20 кв. 

м. 

Відповідь: 
450

1
. 

43  На склад надходить 3000 деталей з першого автомата і 2000 -  з 

другого. Перший автомат надає 0,2% браку, а другий – 0,3%. Знайти 

ймовірність потрапляння на склад бракованої деталі.  

Відповідь: 0,0024. 

44 У середину круга радіуса R навмання кинута точка. Знайти 

ймовірність того, що точка виявиться у середині вписаного в круг правильного 

трикутника. Припускається, що ймовірність потрапляння точки в частину круга 

пропорційна площі цієї частини і не залежить від її розташування відносно 

круга. 

Відповідь: 
4

33
. 

45 Два студенти умовилися зустрітися в певному місці між 12 і 13 

годинами дня. Той хто прийде першим чекає другого протягом 
4

1
 години, після 

чого йде. Знайти ймовірність того, що зустріч відбудеться, якщо кожний 

студент навмання обирає момент свого приходу (у проміжку від  12 до             

13 години). 

Вказівка. Ввести на розгляд прямокутну систему координат хОу і 

прийняти для простоти, що зустріч повинна відбутися між 0 і 1 годинами. 

Можливі значення координат: 10;10  yx ; сприятливі зустрічі значення 

координат: 
4

1
 xy . 

Відповідь: 
16

7
. 

Питання для самоперевірки 

1 Що називають сполуками? 

2 Які види сполук розрізняють? 

3 Які сполуки називають розміщеннями, перестановками, комбінаціями? 

4 Наведіть формули для обчислення числа розміщень, перестановок та 

комбінацій з повторенням і без повторення елементів. 

5 Що вивчає теорія ймовірностей? 

6 Перерахуйте основні поняття теорії ймовірностей. 

7 Що розуміють під випробуванням? 

8 Що називають подією? Ймовірністю? 
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9 Яку подію називають випадковою, вірогідною, неможливою? Наведіть 

приклади. 

10 Які події називають несумісними? Сумісними? Наведіть приклади. 

11 Які події називають рівно можливими? Наведіть приклади. 

12 Що являє собою повна група подій? Наведіть приклади. 

13 Дайте означення класичної, статистичної та геометричної 

ймовірностей. 

14 Сформулюйте властивості ймовірності та наведіть формулу для її 

обчислення. 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 2 

Теореми додавання та множення ймовірностей. Умовна ймовірність. 

Теорема множення ймовірностей залежних подій. Ймовірність появи хоча 

б однієї події. Теорема додавання ймовірностей сумісних подій. Формули 

повної ймовірності та Байєса. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1  Три станки працюють незалежно один від одного. 

Ймовірність безперебійної роботи першого станка протягом деякого часу Т 

дорівнює 9,01 p , другого –  8,02 p , третього –  7,03 p . Яка ймовірність того,  

що протягом указаного проміжку часу 

а) усі три станки працюють безперебійно (подія А); 

б) лише два станки працюють безперебійно (подія В); 

в) лише один станок працює безперебійно (подія С); 

г) хоча б один з станків працює безперебійно (подія D); 

д) жоден станок не працює (подія Е)? 

Розв’язання.  Введемо наступні події: 

1A  – працює перший станок, 

2A  – працює другий станок; 

3A  – працює третій станок. 

 Тоді протилежні їм події: 

1A  – не працює перший станок; 

2A  – не працює другий станок; 

3A  – не працює третій станок. 

За умовою задачі 7,0)(;8,0)(;9,0)( 332211  pAPpAPpAP , отже,  

3,07,01)(;2,08,01)(;1,09,01)( 332211  qAPqAPqAP . 

а) очевидно, що подія  321 AAAA  . Оскільки за умовою задачі події    1A , 

2A , 3A   незалежні (станки працюють незалежно один від одного), то за 

формулою ймовірності сумісної появи декількох подій, незалежних у 

сукупності, маємо: 

321321 )()()()( pppAPAPAPAP  . 

Виконуючи обчислення далі, знаходимо: 
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504,07,08,09,0)( AP . 

б) Подія В полягає у тому, що працюють лише два станки з трьох. Це 

можливо в разі появи однієї з наступних подій: або 
321 AAA , або 

321 AAA , або 

321 AAA . Отже,  

В = 
321 AAA +

321 AAA +
321 AAA . 

     Оскільки події 1A , 2A , 3A , 1A , 2A , і 
3A  незалежні в сукупності, а події 

321 AAA , 
321 AAA  і 

321 AAA  несумісні, то знаходимо: 

321321321321321321

321321321321321321

)()()()()()()()()(

)()()()()(

ppqpqpqppAPAPAPAPAPAPAPAPAP

AAAPAAAPAAAPAAAAAAAAAPBP





. 

Підставляючи в отриману формулу відповідні значення ймовірностей, 

остаточно будемо мати: 

398,0056,0126,0216,07,08,01,07,02,09,03,08,09,0)( BP . 

в) Аналогічні міркування приводять до того, що  

321321321321321321 )()( pqqqpqqqpAAAAAAAAAPCP  . 

Після підстановки до цієї формули відповідних значень ймовірностей, 

знаходимо: 

092,0014,0024,0054,07,02,01,03,08,01,03,02,09,0)( CP . 

г) Імовірність події  D  знаходимо за формулою ймовірності появи хоча б 

однієї з подій nAAA ,...,, 21 , незалежних у сукупності, одержуємо: 

321
1)( qqqDP  . 

Після обчислень, отримаємо: 

994,0006,013,02,01,01)( DP . 

Цю саму ймовірність можна знайти інакше. Очевидно, що D = А + В + С. 

Тоді  

Р(D) = Р(А) +Р(В) + Р(С) = 0,504 + 0,398 + 0,092 = 0,994. 

Відзначимо, що цей спосіб розв’язання задачі є нераціональним. Дійсно, 

якби ймовірності Р(А), Р(В) і Р(С) не були знайдені раніше, то обчислення Р(D) 

значно б ускладнилося. 

д) Подія Е полягає із суміщення незалежних подій 1A , 2A  і 3A . Тому  

321321321 )()()()()( qqqAPAPAPAAAPEP  . 

Підставляючи числові дані, отримаємо: 

006,03,02,01,0)( EP . 

  З іншого боку, враховуючи, що події D і Е являються незалежними і, 

отже, Р(Е) + Р(D) = 1, а Р(D) уже відома і дорівнює 0,994, знаходимо: 

006,0994,01)( EP . 

 Як бачимо, отримали такий самий результат. Зауважимо, що тут було б 

помилковим вважати, що протилежними являються події А і Е. Дійсно, 

1510,0006,0504,0)()(  EPAP . 
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Приклад 2 У ящику знаходиться 7 деталей першого сорту,  5 – другого і    

3 – третього сорту. Із ящика послідовно виймають три деталі, причому взяті 

деталі у ящик не повертають. Знайти ймовірність того, що перша взята деталь 

буде першого сорту (подія 1A ), друга деталь – другого сорту (подія 2A ) і третя 

деталь – третього сорту (подія 3A ).  

Розв’язання.  Позначимо через А подію, яка полягає у тому, що деталі 

взяті з ящика в такій послідовності: деталь першого сорту, деталь другого 

сорту, деталь третього сорту. 

 Очевидно, що 321 AAAA  . Події 1A , 2A , 3A  являються залежними, в силу 

того, що взяті деталі в ящик не повертають. Отже, за формулою (3.8) маємо: 

)()()()()( 321321 211
APAPAPAAAPAP AAA . 

 Знайдемо ймовірності, які входять до правої частини цієї рівності. 

Ймовірність того, що першою взята деталь першого сорту, 
15

7
)( 1 AP , або 

всього деталей n = 7+5+3 = 15, а сприятливих появі події 1A – сім  (m = 7). 

Ймовірність того, що другою взяти деталь другого сорту, за умови, що першою 

взята деталь першого сорту, 
14

5
)( 21
APA , бо залишилось у ящику 14 деталей і із 

них 5 – другого сорту. Ймовірність того, що третьою взято деталь третього 

сорту після того, як були взяті деталь першого і деталь другого сорту, 

13

3
)( 321
AP AA  (після того, як було взято одну деталь першого сорту і одну деталь 

другого сорту, в ящику залишилось 13 деталей, із них 3 – третього сорту). 

 Таким чином, шукана ймовірність 

26

1

13

3

14

5

15

7
)( AP . 

Приклад 3 У першій коробці міститься 20 радіоламп, із них 18 

стандартних; у другій – 10 радіоламп, із них 9 стандартних. Із другої коробки 

навмання взята одна радіолампа і перекладена в першу. Знайти ймовірність 

того, що радіолампа, взята навмання з першої коробки, буде стандартною 

(подія А). 

Розв’язання.  Із другої коробки могла бути взята і перекладена в першу 

або стандартна радіолампа (подія 1A ), або нестандартна (подія 2A ). Ймовірність 

цих подій - 
10

9
)( 1 AP  і 

10

1
)( 2 AP . Подія А може настати лише сумісно або з 

подією 1A , або з подією 2A , які утворюють повну групу, бо 

11,09,0)()( 21  APAP . Тому за теоремою додавання  

)()()()( 2121 AAPAAPAAAAPAP  . 

Ураховуючи далі, що події 1AA  і 2AA  залежні, за теоремою множення 

будемо мати: 

)()()();()()(
21 2211 APAPAAPAPAPAAP AA  . 

Отже,  

)()()()()(
21 21 APAPAPAPAP AA  . 
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 Умовна ймовірність того, що з першої коробки взята стандартна 

радіолампа за умови, що з другої коробки в першу перекладена стандартна 

радіолампа, 
21

19
)(

1
APA , бо в першій коробці тепер знаходиться 21 радіолампа. 

Серед цієї кількості радіоламп 19 є стандартними. 

 Умовна ймовірність того, що з першої коробки взята стандартна 

радіолампа, за умови, що з другої коробки в першу перекладена нестандартна, 

21

18
)(

2
APA , бо в першій коробці тепер знаходиться 21 радіолампа, а 

стандартних, як і раніше, 18.  

Таким чином, шукана ймовірність  

9,0
21

18

10

1

21

19

10

9
)( AP . 

Приклад 4 Імовірність влучення в рухому ціль у результаті одного 

пострілу є сталою і дорівнює 17%. Визначити витрату снарядів, необхідних для 

виконання вогневого завдання і з ймовірністю 92%, якщо для її виконання 

досить хоча б одного влучення. 

Розв’язання. Враховуючи, що, 92,0%92)( AP , 17,0%17 p ,  

83,017,011  pq , знаходимо: 

13
83,0ln

08,0ln

83,0ln

)92,01ln(



n . 

Приклад 5  Два автомата виробляють однакові деталі, які поступають на 

загальний конвеєр. Продуктивність першого автомата вдвічі більша 

продуктивності другого. Перший автомат виробляє в середньому 60% деталей 

відмінної якості, а другий – 84%. Навмання взята з конвеєра  деталь виявилася 

відмінної якості. Знайти ймовірність того, що ця деталь вироблена першим 

автоматом. 

Розв’язання.   Позначимо через A  подію – деталь відмінної якості. 

Можна зробити два припущення (гіпотези): 1B деталь вироблена першим 

автоматом, причому (оскільки перший автомат виробляє вдвічі більше деталей, 

ніж другий) ;
3

2
)( 1 BP 2B деталь вироблена другим автоматом, причому 

.
3

1
)( 2 BP  

Умовна ймовірність того, що деталь буде відмінної якості, якщо вона 

вироблена першим автоматом, .6,0)(
1

APB  

Умовна ймовірність того, що деталь буде відмінної якості, якщо вона 

вироблена другим автоматом, .84,0)(
2

APB  

Імовірність того, що навмання взята деталь виявиться відмінної якості, за 

формулою повної ймовірності  дорівнює 

.68,084,0
3

1
6,0

3

2
)()()()()(

21 21  APBPAPBPAP BB  
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Шукана ймовірність того, що взята навмання відмінна деталь вироблена 

першим автоматом, за формулою Байєса  дорівнює 

.
17

10

68,0

6,0
3

2

)(

)()(
)( 11

1 






AP

APBP
BP

B

A  

 

Домашнє завдання 

Теорія Повторні випробування. Формула Бернуллі. Граничні теореми. 

Локальна та інтегральна теореми Лапласа.  9 , с. 19 –26. 

Вправи 

 Розв’язати задачі. 

1 Для сигналізації про аварію встановлені два незалежно працюючих 

сигналізатора. Ймовірність того, що в разі аварії сигналізатор спрацює, 

дорівнює 0,95 для першого сигналізатора і 0,9 для другого. Знайти ймовірність 

того, що в разі аварії спрацює лише один сигналізатор. 

Відповідь: 0,14. 

2 Студент відшукує потрібну йому формулу в трьох довідниках. 

Імовірність того, що формула міститься у першому, другому, третьому 

довідниках, відповідно дорівнює 0,6, 0,7 і 0,8. Знайти ймовірність того, що 

формула міститься:  

а) лише в одному довіднику; 

б) лише в двох довідниках; 

в) у всіх трьох довідниках. 

Відповідь:  а) 0,188; 

   б) 0,452; 

    в) 0,336. 

3 У читальному залі є 6 підручників з теорії ймовірності, із яких 3 в 

політурі. Бібліотекар навчання узяв 2 підручника. Знайти ймовірність того, що 

обидва підручника будуть в палітурці. 

Відповідь: 0,2. 

4 У коробці знаходиться 10 однакових кубиків з номерами від 1 до 10. 

Навмання виймають по одному 3 кубика. Знайти ймовірність того, що 

послідовно з’являться кубики з номерами 1, 2, 3, якщо кубики виймаються: 

а) без повторення; 

б) з повторенням (вийнятий кубик повертають знову в коробку). 

Відповідь:    а) 
720

1
;   б) 0,001. 

5 Три дослідники, незалежно один від одного виконують вимірювання 

деякої фізичної величини. Ймовірність того, що перший дослідник при цьому 

допустить помилку, дорівнює 0,1, для другого і третього дослідників ця 

ймовірність відповідно дорівнює 0,15 і 0,2. Знайти ймовірність того, що в разі 

одноразового вимірювання хоча б один із дослідників допустить помилку. 

Відповідь: 0,388. 
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6 Імовірність успішного виконання вправи для кожного з двох 

спортсменів дорівнює 0,5. Спортсмени виконують вправу по черзі, причому 

кожний робить по дві спроби. Той, хто першим виконає вправу, отримує приз. 

Знайти ймовірність отримання призу спортсменами. 

Відповідь: 0,9375. 

7  Мішень складається із п’яти зон: 5, 4, 3, 2, 1, якщо рахувати від центру. 

Ймовірність попадання у ці зони відповідно дорівнює: 0,12; 0,16; 0,20; 0,10; 

0,25. Яка ймовірність того, що куля не буде випущена із зони 3? 

Відповідь: 0,48. 

8 Консультативний пункт університету отримує пакети з контрольними 

роботами з міст А, В і С. Ймовірність отримання пакета із міста А дорівнює 0,7, 

із міста В – 0,2, Знайти ймовірність того, що наступний пакет буде отримано з 

міста С. 

Відповідь: 0,1. 

9 Число вантажних автомашин, які проїжджають по шосе, на якому стоїть 

бензоколонка, відноситься до числа легкових машин, що проїжджають по тому 

ж шосе, як 3:2. Імовірність того, що буде заправлятися вантажна машина, 

дорівнює 0,1; для легкової машини ця ймовірність дорівнює 0,2. До 

бензоколонки під'їхала для заправки машина. Знайти ймовірність того, що це 

вантажна машина. 

Відповідь: 
7

3 . 

10 Серед 50 електролампочок три є нестандартними. Знайти ймовірність 

того, що дві  навмання взяті електролампочки будуть нестандартними (задачу 

розв’язати двома способами). 

Відповідь: 
1225

3
. 

11  На підприємстві брак складає у середньому 2 % від загального 

випуску виробів. Серед придатних виробів до першого ґатунку відноситься 95 

%. Яка ймовірність того, що навмання взятий виріб буде першого сорту, якщо 

виріб взято:  

а) із числа тих, які пройшли перевірку? 

б) із загальної кількості виготовленої продукції ? 

Відповідь:    а) 0,95; 

   б) 0,931. 

12  У мішку змішані нитки, серед яких 30 % білих, а решта -  червоні. 

Обчислити ймовірність того, що взяті навмання дві нитки будуть одного 

кольору. 

Відповідь: 0,58. 

13  Із цифр 1, 2, 3, 4, 5 обирається навмання одна, а з тих, які залишилися 

– друга. Знайти ймовірність того, що буде обрана непарна цифра: 

а) першого разу; 

б) другого разу; 

в) обидва рази. 

Відповідь: а) 0,6; 
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б) 0,6; 

   в) 0,3. 

14 Екзаменаційний білет містить три питання. Ймовірність того, що 

студент відповість на перше питання, дорівнює 0,9, на друге – 0,9, на третє – 

0,8. Знайти ймовірність того, що студент складе іспит, якщо для цього 

необхідно відповісти: 

а) на всі питання; 

б) хоча б на два питання. 

Відповідь:  а) 0,648; 

         б) 0,954. 

15 У касі кінотеатру залишилось 8 розрізнених квитків на місця 20–го 

ряду і 4 розрізнених квитки на місця 10–го ряду. Яка ймовірність того, що 

перші чотири особи, які стоять у черзі і кожний із яких придбає лише один 

квиток, отримують квитки, які залишилися на місця 10–го ряду ? 

Відповідь: 1/495. 

16  Електричне коло складається з двох послідовно з’єднаних елементів, 

які можуть вийти з ладу незалежно один від одного з імовірностями р1 = 0,1  і  

р2 = 0,2 відповідно. Обчислити ймовірність розриву живлення кола. 

Відповідь: 0,28. 

17 Імовірність биття скляної тари при навантаженні на автомашини 

дорівнює 0,06, а під час транспортування на автомашинах - 0,05. Яка 

ймовірність биття скляної тари ? 

Відповідь: 0,107. 

18 Для перевірки зібраної схеми послано три одиничних імпульси. 

Ймовірність проходження кожного з них не залежить від того, пройшли інші 

імпульси чи ні, і відповідно дорівнює р1 = 0,8, р2 = 0,4, р3 = 0,7. Знайти 

ймовірність того, що пройдуть не менше двох з посланих імпульсів. 

Відповідь: 0,712. 

19 Для складання колоквіуму студент повинен відповісти на два з трьох 

питань, запропонованих викладачем. Студент не знає відповідей на вісім 

питань із тих сорока, які можуть бути запропоновані. Яка ймовірність того, що 

студент складе колоквіум? (Розв'язати задачу двома способами). 

Відповідь: 0,90. 

20 Студент знає відповідь на 20 із 25 питань програми. Знати ймовірність 

того, що студент знає відповідь на три запропоновані йому екзаменатором 

питання (розв'язати задачу двома способами). 

Відповідь: 
115

57
. 

21 Через  канал зв'язку з однаковими ймовірностями передаються 10 

сигналів. У зв'язку з перешкодами чотири з переданих сигнали під час 

приймання спотворюються. Знайти ймовірність того, що з трьох прийнятих 

сигналів хоча б один буде прийнято неспотвореним. 

Відповідь: 0,936. 
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22 Дане підприємство у середньому дає 21 % продукції вищого ґатунку і 

70 % продукції першого ґатунку. Знайти ймовірність того, що випадково взятий 

виріб виявиться виробом першого або вищого ґатунку. 

Відповідь: 0,91. 

23  Для виробничої практики на 30 студентів надано 15 місяців у Харкові, 

8 - у Києві, і 7 - у Запоріжжі. Яка ймовірність того, що два певних студента 

потраплять на практику в одне місто? 

Відповідь: 0,331. 

24 Дванадцять робітників отримали путівку в чотири будинки 

відпочинку: 3 - в перший, 3 - в другий, 2 - в третій і 4 - в четвертий. Чому 

дорівнює ймовірність того, що три певних робітники поїдуть в один будинок 

відпочинку? 

Відповідь: 0,0273. 

25 Абонент забув останню цифру номера телефону і тому набирає її 

навмання. Обчислити ймовірність того, що йому доведеться дзвонити не більше 

ніж у три місця. Як зміниться ймовірність, якщо відомо, що остання цифра 

непарна? 

Відповідь: 0,3;  0,6. 

26 Поїздка пасажира з деякої трамвайної зупинки до місця роботи 

обслуговується трамваями маршрутів 3 і 11. Через дану зупинку проходять 

трамваї п'яти маршрутів. Відомо, що з 40 трамваїв, які курсують через дану 

зупинку, є 8 трамваїв маршруту 3 і 10 трамваїв маршруту 11. Знайти 

ймовірність того, що перший пройдений трамвай буде відповідати потрібному 

маршруту. При цьому мається на увазі, що з трамвайного парку ще не виходив 

жодний трамвай і що поява на даній зупинці трамваїв обох маршрутів 

одночасно неможлива. 

Відповідь: 
20

9
. 

27 До механізму входять дві деталі однакового типу. Механізм не 

працює, якщо обидві поставлені деталі мають зменшений розмір. Складальник 

має всього 10 деталей, із яких 3 – менші за  стандартні. Знайти ймовірність 

нормальної роботи механізму, якщо й перша й друга деталі беруться 

складальником без перевірки. 

Відповідь: 
15

14
. 

28 До студентської групи входить 10 дружинників, серед яких 3 дівчини і 

7 юнаків. Шляхом жеребкування потрібно обрати для чергування трьох 

дружинників. Знайти ймовірність того, що обраними будуть 3 юнаки. 

Відповідь: 
2

7
. 

29 Підприємство виготовляє 95 % стандартних  виробів, причому 86 % із 

них  - першого ґатунку. Знайти ймовірність того, що взятий навмання виріб, 

виготовлений на цьому підприємстві, буде виробом першого ґатунку. 

Відповідь: 0,817. 
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30 Імовірність того, що в результаті одного пострілу стрілець влучить у 

десятку, дорівнює 0,6. Скільки пострілів повинен зробити стрілець, щоб із 

ймовірністю не меншою, ніж  0,8  він влучив у десятку хоча б один раз? 

Відповідь: n ≥ 2. 

31 Імовірність того, що подія  А  настане хоча б один раз у трьох 

незалежних у сукупності випробуваннях, дорівнює 0,936. Знайти ймовірність 

появи події в одному випробуванні, якщо ймовірність появи події у кожному 

випробуванні є однаковою. 

Відповідь: 0,6. 

32 В обчислювальній лабораторії є шість клавішний автоматів і чотири 

напівавтомата. Ймовірність того, що під час виконання деякого розрахунку 

автомат не вийде з ладу, дорівнює 0,95; для напівавтомата ця ймовірність 

дорівнює 0,8. Студент виконує розрахунок навмання вибраною машиною. 

Знайти ймовірність того, що до закінчення розрахунку машина не вийде з ладу. 

Відповідь: 0,89. 

33 У ящику міститься 12 деталей, виготовлених на заводі №1, 20 деталей 

– на заводі №2, 18 деталей – на заводі №3. Імовірність того, що деталь, 

виготовлена на заводі №1, відмінної якості, дорівнює 0,9; для деталей, 

виготовлених на заводі №2 і №3, ці ймовірності відповідно дорівнюють 0,6 і 

0,9. Знайти ймовірність того, що навмання витягнута деталь виявиться 

відмінної якості. 

Відповідь: 0,78. 

34 Імовірність того, що під час роботи цифрової електронної машини 

відбудеться збій в арифметичному пристрої, в оперативній пам'яті й в інших 

пристроях, відносяться як 3:2:5. Імовірності виявлення збою в арифметичному 

пристрої, в оперативній пам'яті й в інших пристроях відповідно дорівнюють 

0,8; 0,9;0,9. Знайти ймовірність того, що збій, який виник в машині, буде 

виявлений. 

Відповідь: 0,87. 

35 У спеціалізовану лікарню надходять в середньому 50% хворих з 

захворюванням K, 30% – із захворюванням L, 20% – із захворюванням M. 

Імовірність повного вилікування хвороби K дорівнює 0,7; для хвороб L і М ці 

ймовірності відповідно дорівнюють 0,8 і 0,9. Хворий, що надійшов до лікарні, 

був виписаний здоровим. Знайти ймовірність того, що цей хворий страждав 

захворюванням K. 

Відповідь:
11

5 . 

36 Виріб перевіряється на стандартність одним з двох товарознавців. 

Імовірність того, що виріб потрапить до першого товарознавця, дорівнює 0,55, 

а до другого – 0,45. Імовірність того, що стандартний виріб буде визнаний 

стандартним першим товарознавцем, дорівнює 0,9, а другим – 0,98. Знайти 

ймовірність того, що це виріб перевірив другий товарознавець. 

Відповідь: 0,47. 

Питання для самоперевірки 

1 Які теореми вважать основними теоремами теорії ймовірностей? 



 23 

2 Що розуміють під сумою подій А і В ? 

3 Сформулюйте теорему додавання для несумісних подій. Наведіть 

формулу для обчислення . 

1 Сформулюйте теорему додавання для сумісних подій. Наведіть 

формулу для обчислення . 

2 Чому дорівнює сума ймовірностей подій, які утворюють повну групу ? 

3 Чому дорівнює сума ймовірностей протилежних подій ? 

4 Що розуміють під добутком подій А і В ? 

5 Що називають умовною ймовірністю? 

6 Сформулюйте теорему множення для незалежних подій. Наведіть 

формулу для обчислення . 

7  Сформулюйте теорему множення для залежних подій. Наведіть 

формулу для обчислення. 

8 Чому дорівнює ймовірність появи хоча б однієї із  n незалежних подій? 

9 Чому дорівнює ймовірність появи хоча б однієї із n  незалежних 

подій А1, А2, ...., Аn, якщо ці події мають однакову ймовірність. Наведіть 

формулу для обчислення. 

10 Запишіть формулу повної ймовірності. 

11  Сформулюйте теорему Байєса. 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 3 

Повторні випробування. Формула Бернуллі. Граничні теореми.  

Локальна та інтегральна теореми Лапласа. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 Два рівносильних шахіста грають у шахи. Що ймовірніше 

виграти - три партії із шести чи дві партії із чотирьох? Нічиї до уваги не 

приймаються. 

Розв'язання.  Так як у грі беруть участь рівносильні шахісти і нічиї до 

уваги не приймаються, то в усіх партіях ймовірність виграшу є сталою і 

дорівнює 0,5, отже ймовірність  програшу також є сталою і дорівнює 0,5, тобто  

р = q = 0,5.  Тоді за формулою Бернуллі ймовірність того, що три партії із шести 

будуть виграні, є такою:
16

5
)5,0()5,0(

321

456
)3( 323333

66 



 qpCP , а ймовірність 

того, що будуть виграні дві партії із чотирьох - 

16

6
)5,0()5,0(

21

34
)2( 2222424

44 



 qpCP . 

Оскільки  )3()2( 64 PP  , то ймовірніше виграти дві партії з 4, ніж 3 з 6.  

Приклад 2 Імовірність того, що насіння даного сорту рослин зійде, 

дорівнює 0,8. Яка ймовірність того, що з 5 посіяних насінин: 

а) зійде не менше 4;  

б) зійде менше 4? 

Розв'язання. а) маємо   n = 5,   р = 0,8   і    q = 1 - 0,8 = 0,2;   к ≥ 4,  тобто   

к набуває значення або 4, або 5. Тому шукана ймовірність матиме вигляд: 
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)5(5)5()4()4( 454055

5

44

5555
pqppqpqpCqpCPPkP  . 

 Після обчислення остаточно отримаємо: 

Р5(к ≥ 4) = (0,8)
4
·(5·0,2+0,8) = 0,73728. 

б) маємо  n = 5,  р = 0,8  і  q = 0,2;  к < 4, тобто к набуває значення або 0, 

або 1, або 2, або 3. 

Тому шукана ймовірність матиме вигляд: 

Р5(к < 4)=Р5(0) + Р5(1) + Р5(2) + Р5(3) . 

Застосовуючи далі формулу Бернуллі для обчислення ймовірностей, які 

належать до правої частини рівності, отримаємо остаточний результат. Не 

важко, однак, переконатися, що безпосереднє застосування формули Бернуллі 

приведе до надто громіздких обчислень (перевірте самостійно). Шукану 

ймовірність можна знайти простішим способом, враховуючи той факт, що події 

"зійде не менше 4 насінин із 5" і "зійде менше 4 насінин із 5" являються 

протилежними і тому  

Р5(к ≥ 4) + Р5 (к < 4) = 1. 

Звідси 

Р5 (к< 4) = 1 - Р5(к ≥ 4). 

Оскільки    Р5(к ≥ 4) = 0,73728   (знайдено раніше), то остаточно маємо 

Р5 (к< 4) = 1 - 0,73728 = 0,26272. 

Зауважимо, що такий спосіб  обчислення доцільно застосовувати і в ряді 

інших завдань.  

Приклад 3 За даними ВТК на сотню металевих брусків, заготовлених для 

обробки, припадає 30 з зазубринами. Яка ймовірність того, що з семи брусків, 

випадково взятих, не матимуть дефектів не більше 2? 

Розв'язання.  Нехай подія  А - відсутність на бруску зазубрин. Тоді      

Р(А) = р = 0,7   і   Р (Ā) = q = 0,3. Число випробувань  n = 7, к ≤ 2, тобто  к 

набуває значення або 0, або 1, або 2. 

Шукана ймовірність за теоремою додавання 

Р7 (к2) = Р7(0)+Р7(1)+Р7(2). 

Застосовуючи далі формулу Бернуллі для обчислення ймовірностей у 

правій частині рівності, остаточно будемо мати: 
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Приклад 4 Відомо, що в прийнятій партії із 1000 деталей 4 є дефектними. 

Знайти ймовірність того, що серед 50 навмання взятих деталей немає 

дефектних.  

Розв'язання. За умовою  n = 50, ймовірність появи дефектної деталі         

р = 0,004, ймовірність появи якісної деталі q = 0,004. Відсутність серед 50 

деталей дефектних означає що всі взяті деталі є якісними. Тому при  к = 0 за 

формулою Бернуллі отримаємо: 
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505000

5050 )996,0()0(  qpCP  

Логарифмуючи рівність, знаходимо: 

2004,0)00401,0(50996,0ln50)0(ln 50 P , 

звідки  

8184,0)90( 2004,0

50
 eP . 

Обчислюючи 2,0004,050  np і застосовуючи формулу Пуассона, 

маємо ,8187,0
!0

)0(
2,00

50 



e

P


 що дає відхилення від результату, отриманого 

за формулою Бернуллі, менш за 0,3 %. 

Зауважимо, що застосування наближеної формули Лапласа потребує 

більше громіздких обчислень і дає ймовірність 

8077,0)45,0(
996,0004,050

1
)0(50 


 P  

з відхиленням  1,07 %  від точного значення.  

Приклад 5 Знайти середнє число λ бракованих виробів у партії виробів, 

якщо ймовірність того, що у цій партії міститься хоча б  один бракований виріб, 

дорівнює 0,95. Припускається що число бракованих виробів у розглядуваній 

партії розподілено за законом Пуассона. 

Розв'язання. Позначимо через А подію, яка полягає у тому, що у 

розглядуваній партії міститься хоча б  один бракований виріб, а через Ā - подію, 

яка полягає у тому, що у розглядуваній партії бракованих виробів немає. Через 

те що події А і Ā протилежні, то Р(А) + Р(Ā) = 1. 

Із цієї рівності з урахуванням того, що число за законом Пуассона, 

знаходимо 

Р(А) = 1 - Р(Ā) = 1 - Рn(0) = 1-  е . 

За умовою задачі ця сама ймовірність дорівнює 0,95, тому   

1- е  = 0,95. 

Звідси   е  = 1 - 0,95 = 0,05. 

Розв'язуючи це рівняння отримаємо 

- λ = ln 0,05    або        λ = 3. 

Таким чином, у розглядуваній партії середнє число бракованих виробів 

дорівнює трьом. 

Приклад 6 За установленого технологічного процесу фабрика випускає у 

середньому 70 % продукції першого ґатунку. Чому дорівнює ймовірність того, 

що у партії з 2100 виробів першосортних міститься  між 1450 і 1500? 

Розв'язання. Відомо число незалежних випробувань - n=2100. 

 Імовірність настання події у кожному окремому випробувані - р = 0,7. 

Треба знайти ймовірність того, що число появи події міститься між к1=1450 і 

к2=1500. Шукану ймовірність знаходимо за формулою (6.4): 

)()();( 1221 xxkkPn  , де  
npq

npk
x


 1

1 ,   
npq

npk
x


 2

2 . 

Знаходимо значення х1   і   х2: 
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;95,0
21
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3,07,02100

7,021001450
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x  ;43,1

21

30

3,07,02100

7,021001500
2





x  

Враховуючи, що функція Лапласа непарна, тобто Ф(-х)=-Ф(х), отримаємо 

Р2100 (1450; 1500) ≈ Ф(1,43) - Ф(-0,95) =  Ф(1,43) + Ф(0,95) = 

= 0,4236 + 0,3289 = 0,7525. 

Значення функції Лапласа Ф(1,43) і Ф(0,95) знайдені за додатком Б. 

Приклад 7 З конвеєра сходить у середньому 85 % виробів першого сорту. 

Скільки виробів необхідно взяти, щоб з ймовірністю 0,997 відхилення частоти 

виробу першого сорту у них від 0,85 за абсолютною величиною не 

перевищувало 0,01? 

Розв'язання. За умовою  р = 0,85,   q = 1 - 0,85 = 0,15,   ε = 0,01,  

.997,0)01,085,0( 
n

m
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n
 або   4985,0028,0  n  

За додатком Б знаходимо .4985,0)96,2(   

Отже, 96,2.028,0 n . 

Звідси .11176n  

Таким чином, шукане число виробів .11176n  

Приклад 8 Відділ технічного контролю (ВТК) перевіряє на стандартність 

900 деталей. Імовірність того, що деталь стандартна, дорівнює 0,9. Знайти з 

ймовірністю 0,9544 межі, у яких буде міститися число m стандартних деталей 

серед перевірених. 

Розв'язання. За умовою  n = 900,  р = 0,9, q = 0,1,  
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    або  4772,0)100(   . 

За додатком Б знаходимо 4772,0)2(  . Отже, 100 ε = 2 .  Звідси ε = 0,02. 

Таким чином, з ймовірністю 0,9544 відхилення відносної частоти числа 

стандартних деталей від ймовірності 0,9 задовольняє нерівності .02,09,0
900


m

 

Розв'язуючи цю нерівність отримаємо 

02,09,0
900

02,0 
m

 або 0,88 0,92
900

m
   звідки  792 ≤ m ≤ 828, 

Отже, шукане число m стандартних деталей серед 900 перевірених з 

ймовірністю 0,9544 міститься в таких межах: 792 ≤ m ≤ 828. 
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Домашнє завдання 

Теорія Дискретні випадкові величини та закони їх розподілу.  

Біноміальний закон та закон Пуассона. Числові характеристики дискретних 

випадкових величин та їх властивості. Інтегральна та диференціальна функції 

розподілу і їх властивості.  9 , с. 27 –36. 

Вправи 

 Розв’язати задачі. 

1 Імовірність того, що насіння для даної рослини проросте, дорівнює 90 

%. Знайти ймовірність того, що з чотирьох посіяних насінин три зійдуть 

(проростуть). 

Відповідь: 0,2916. 

2 Імовірність виграти по одному білету лотереї дорівнює 
7

1
. Яка 

ймовірність того, що за наявності 6 білетів виграти можна буде двох із них? 

Відповідь: 0,1652. 

3 На автобазі знаходиться 12 автомашин. Імовірність виходу на лінію 

кожної з них дорівнює 0,8. Знайти ймовірність нормальної роботи автобази в 

найближчі 5 діб, якщо для цього необхідно мати на лінії не менше 8 

автомашин. 

Відповідь: 0,9017. 

4 У партії з 2000 гайок знаходиться 30 з браком у нарізці. Для контролю 

беруть навмання 100 гайок. Знайти ймовірність того, що серед них немає 

бракованих. 

Відповідь: 0,223. 

5 Штамповка металевих клем для з'єднувальних пластин дає 20 % браку. 

Обчислити ймовірність наявності від 100 до 125 клем, не відповідних 

стандарту, в партії з 600 клем. 

Відповідь: 0,67. 

6 Перевіркою якості виготовлених на заводі годинників установлено, що 

в середньому 98 % їх відповідає пред'явленим вимогам, а 2 % потребують 

додаткового регулювання. Приймальник перевіряє якість 300 виготовлених 

годинників. Якщо при цьому серед них виявиться 11 і більше годинників, які 

потребують додаткового регулювання, уся партія повертається заводу для 

доробки.  

Обчислити ймовірність того, що партія буде прийнята.  

Відповідь: 0,9438. 

7 Під час штамповки 70 % деталей отримають перший ґатунок, 20 % - 

другим і 10 % - третім. Визначити, скільки треба взяти відштампованих 

деталей, щоб з ймовірністю, рівною 0,9973, можна було б стверджувати, що 

доля деталей першого ґатунку серед них буде відрізнятися від ймовірності 

виготовлення  деталі першого ґатунку за абсолютною величиною не більш ніж 

на 0,05? 

Відповідь: 756. 
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8 Майстерня гарантійного ремонту телевізорів обслуговує 2000 

абонентів. Ймовірність того, що куплений телевізор потребує гарантійного 

ремонту, дорівнює 0,3. Припускаючи, що подія, ймовірність якої 0,9973, 

вірогідна, знайти межі числа телевізорів, які потребують гарантійного ремонту.  

Відповідь: 538 ≤ m ≤ 662. 

9 Ймовірність появи події у кожному з 21 незалежних випробовувань 

дорівнює 0,7. Знайти ймовірність того, що подія настане в більшості 

випробовувань.  

Відповідь: 0,95945. 

10 Відділ технічного контролю перевіряє 475 виробів на брак. 

Ймовірність того, що виріб бракований, дорівнює 0,05. Знайти з ймовірністю 

0,9426 межі, в яких буде міститься число m бракованих виробів серед 

перевірених.  

Відповідь: 14 ≤ m ≤ 32. 

11 Автоматична штамповка клем для запобіжників дає 10 % відхилень від 

прийнятого стандарту. Скільки стандартних клем слід очікувати з ймовірністю 

0,0587 серед 400 клем?  

Відповідь: 360 ± 3. 

12 Посаджено 400 дерев. Імовірність того, що окреме дерево 

приживеться, дорівнює 0,8. Знайти ймовірність того, що число дерев, які 

приживуться, буде більшим за 250.  

Відповідь: 1. 

13 Із партії, в якій доля деталей першого ґатунку дорівнює 0,8, відібрано 

60 одиниць (з поверненням). Обчислити ймовірність того, що серед відібраних 

деталей 48 виявиться першого ґатунку.  

Відповідь: 0,1287. 

14 Студент - заочник відіслав на рецензію контрольну роботу, яка 

складається з 5 задач. Імовірність того, що кожна задача розв'язана правильно, 

дорівнює 0,8. Знайти ймовірність того, що 4 задачі розв'язані студентом 

правильно. 

Відповідь: 0,4096. 

15 Імовірність своєчасного прибуття кожного поїзда далекого слідування 

дорівнює 0,95. Знайти ймовірність того, що з 5 потягів, які послідовно 

прибувають, 4 прибудуть без запізнення. 

Відповідь: 0,2036. 

16 У ящику знаходяться 30 кульок: 20 білих і 10 чорних. Виймають 

підряд чотири кульки, причому кожну вийняту кульку повертають у ящик 

перед наступним вийманням і кульки в ящику змішуються. Знайти ймовірність 

того, що серед чотирьох вийнятих кульок дві будуть білими. 

Відповідь: 
27

8
. 

17 Імовірність отримання перельоту під час пострілу дорівнює 
3

1
, а 

недольоту - 
3

2
. Знайти ймовірність отримання накривної групи під час 4 
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пострілів, якщо накривна група має наступні співвідношення недольотів і 

перельотів: - - + +; - - - +; + + + -. 

Відповідь: 
81

64
. 

18 Імовірність хоча б одного влучення у результаті двох пострілів 

дорівнює 0,96. Знайти ймовірність 3 влучень у результаті 4 пострілів.  

Відповідь: 0,4096. 

19 Магазин отримав 1000 пляшок мінеральної води. Ймовірність того, що 

під час перевезення пляшка виявиться розбитою, дорівнює 0,003. Знайти 

ймовірність того, що магазин отримає розбитих пляшок: а) рівно 2; б) менше 2; 

в) більше 2; г) хоча б 1.  

Вказівка. Прийняти, що   04979,01 е .  

Відповідь: а) 0,224; б) 0,1992; в) 0,5768; г) 0,96. 

20 Знайти наближену ймовірність того, що число випадань 3 при 4200 

кинутих гральних кубиків буде знаходитися між 650 і 700.  

Відповідь: 0,481. 

Питання для самоперевірки 

1 Які події називають незалежними? 

2 Що включає поняття "повторні випробування" ? 

3 Як знайти ймовірність того, що в результаті n незалежних випробувань 

подія настане рівно к раз? 

4 Формула Бернуллі та її застосування. 

5 Сформулюйте локальну теорему Лапласа. У яких випадках вона 

застосовується? 

6 Як знайти значення φ(х), коли х > 5? 

7 Наведіть формулу Пуассона для знаходження Рn(к). В яких випадках 

вона застосовується? 

8 Сформулюйте інтегральну теорему Лапласа. 

9 Який вигляд має функція Лапласа φ(х)? 

10 Властивості функції Лапласа φ(х). Як знайти значення φ(х), коли  х > 5? 

11 Наведіть формулу для обчислення )(  p
n

m
P .  

 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 4 

Дискретні випадкові величини та закони їх розподілу.  

 Біноміальний закон та закон Пуассона.  

Числові характеристики дискретних випадкових величин та їх 

властивості. Інтегральна та диференціальна функції розподілу і їх 

властивості. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 Пристрій складається з трьох незалежно працюючих 

елементів. Імовірність відмови кожного елемента в одному випробуванні 
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дорівнює 0,1. Скласти закон розподілу числа елементів, що відмовили в одному 

випробуванні. 

Розв'язання. Дискретна випадкова величина Х (число елементів, що 

відмовили в одному випробуванні) набуває наступних можливих значень:  х1 = 

0 (жоден із елементів пристрою не відмовив),   х2 = 1  (відмовив один елемент),   

х3 = 2 (відмовили два елемента) і х4 = 3 (відмовили три елементи). 

Відмови елементів незалежні одна від одної, ймовірності відмови 

кожного елемента рівні між собою, тому має місце формула Бернуллі. 

Враховуючи, що за умовою n = 3,  p = 0,1,  q = 1- 0,1 = 0,9, отримаємо: 

;729,0)9,0()0()0( 3300

33  qpCPXP  

;243,0)9,0(1,03)1()1( 2211

33  qpCPXP  

;027,09,0)1,0(3)2()2( 2121

33  qpCPXP  

.001,0)1,0()3()3( 3033

33  qpCPXP  

Контроль:              



4

1

.1001,0027,0243,0729,0
i

ip  

Шуканий біноміальний закон розподілу Х має вигляд: 

 

Х 0 1 2 3 

Р 0,729 0,243 0,027 0,001 

 

Приклад 2 Знайти математичне сподівання дискретної випадкової 

величини Х, заданої законом розподілу: 

 

Х 4 6 8 10 12 

Р 0,3 0,15 0,18 0,17 0,2 

Розв'язання. За формулою обчислення математичного сподівання 

дискретної випадкової величини маємо:  

М(Х) = 4 · 0,3 + 6 · 0,15 + 8 · 0,18 + 10 · 0,17 + 12 · 0,2 = 

= 1,2 + 0,9 + 1,44 + 1,7 + 2,4 = 7,64. 

Отже, математичне сподівання дискретної випадкової величини Х 

дорівнює 7,64. 

Приклад 3 Знайти математичне сподівання випадкової величини              

Z = 3Х + 4 Y, якщо відомо, що М(Х) = 2, М(Y) = 6.  

Розв'язання. Скориставшись відповідними властивостями 

математичного сподівання, одержуємо:  

М(Z) = М(3Х + 4Y) = М(3Х) + М(4Y) = 3М(Х) + 4М(Y) = 

= 3 · 2 + 4 · 6 = 6 + 24 = 30. 

Приклад 4 Дано перелік можливих значень дискретної випадкової 

величини Х:  х1 = 1,  х2 = 2,  х3 = 3, а також відоме математичне сподівання цієї 

величини і її квадрата: М(Х) = 2,3,  М(Х
2
) = 5,9. Знайти ймовірності, які 

відповідають можливим значенням Х. 

Розв'язання.  Враховуючи, що  
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3

1

22

i
i

i
pхXM 



  а також беручи до уваги, 

що М(Х) = 2,3,  М(Х
2
) = 5,9, отримаємо наступну систему трьох лінійних 

рівнянь відносно невідомих ймовірностей: 















.9,594

;3,232

;1

321

321

321

ppp

ppp

ppp

 

Розв'язавши цю систему, знайдемо шуані ймовірності: р1 = 0,2,  р2 = 0,3,  

р3 = 0,5.  

Приклад 5 Відділ технічного контролю перевіряє вироби на 

стандартність. Імовірність того, що виріб є стандартним, дорівнює 0,9. У 

кожній партії міститься 5 виробів. Знайти математичне сподівання дискретної 

випадкової величини Х - число партій, у кожній із яких виявиться рівно 4 

стандартних вироби, якщо перевірці підлягає 50 партій.  

Розв'язання. За формулою Бернуллі знаходимо ймовірність того, що в 

партії з 5 виробів стандартних виробів міститься рівно 4 вироби є 

стандартними: 

.32805,01,0)9,0(5)4( 444

55
 qpCP  

За умовою задачі перевірці підлягає 50 партій. Тому М(Х) = 50 · 0,32805 ≈ 16. 

Таким чином, у 16 партіях із 50, підлеглих перевірці, виявиться рівно 

чотири стандартних вироби. 

Приклад 6 Випадкові величини Х і Y є незалежними. Знайти дисперсію 

випадкової величини   Z = 2Х + 3 Y, якщо відомо, що D( Х ) = 4, D( Y ) = 5. 

Розв'язання. Скориставшись відповідними властивостями дисперсії, 

отримаємо: 

D(Z) = D(2Х + 3Y)  = D(2Х) + D(3Y) = 4D(Х) = 9D(Y) = 

= 4  · 4 + 9  · 5 = 16 + 45 = 61. 

Приклад 7 Проводяться незалежні випробування з однаковою ймовір-

ністю появи події А у кожному випробуванні. Знайти ймовірність появи події А 

в одному випробуванні, якщо дисперсія числа настання події у трьох 

незалежних випробуваннях дорівнює 0,63. 

Розв'язання. Використовуючи формулу D( Х ) = npq і беручи до уваги, 

що n = 3, D(Х) = 0,63,  р + q = 1, отримаємо: 

3 р(1 - р) = 0,63 

або 

р
2
 - р + 0,21 = 0. 

Після розв'язання цього рівняння ймовірність появи події А в кожному 

випробуванні дорівнює або 0,3, або 0,7.  

Приклад 8 Випадкова величина Х на всій осі 0х задана інтегральною 

функцією 

.
1

2

1
)( arctgxхF
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Знайти ймовірність того, що в результаті випробування величина Х 

набуває значення, яке належить до інтервалу  (0; 1). 

Розв'язання. Для знаходження шуканої ймовірності скористаємося 

властивістю інтегральної функції: 

Р(а < Х < в) =  F(в) - F(а). 

Поклавши   а = 0,  в = 1,  отримаємо: 
1 1 1 1 1 1 1 1 1

(0 1) (1) (0) 1 ( 0) 0 .
2 2 2 4 2 4

P X F F arctg arctg


   
                

Приклад 9  Випадкова величина  Х  задана інтегральною функцією 

















.11

,10

,00

)( 2

хпри

хприх

хпри

xF  

Знайти ймовірність того, що в результаті чотирьох незалежних 

випробувань величина  Х  рівно тричі набуде значення, яке належить до 

інтервалу (0,25; 0,75).  

Розв'язання. Спочатку знайдемо ймовірність того, що випадкова вели-

чина Х в результаті одного випробування набуде значення, яке належить до 

інтервалу (0,25; 0,75). 

За формулою Р(а < Х < в) =  F(в) - F(а)  знаходимо:  

р = Р(0,25 < Х < 0,75) = F(0,75) – F(0,25) =  (0,75)
2
 – (0,25)

2
 = 0,5. 

Беручи до уваги, що в результаті чотирьох незалежних випробувань 

(кількість випробувань n = 4 мале) випадкова величина Х рівно тричі повинна 

набути значення, яке належить до інтервалу (0,25; 0,75), за формулою Бернуллі 

знаходимо шукану ймовірність: 

.25,00625,04)5,0(4)5,01()5,0(4)3( 4333

44
 qpCP  

Приклад 10 Випадкова величина Х задана на всій осі 0х інтегральною 

функцією 

.
2

1

2

1
)(

x
arctgхF


  

Знайти можливе значення  х1, яке задовольняє умові: з імовірністю 
4

1
 

випадкова величина   Х   у результаті випробування набуде значення, більшого 

за  х1. 

Розв'язання.   Події   Х ≤  х1   і   Х > х1  – протилежні, тому  

Р( Х ≤ х1) + Р( Х > х1) = 1. 

 За умовою   Р( Х > х1) = 
4

1
, отже, Р( Х ≤ х1 ) = 1 – Р( Х > х1) = 1 –  

4

1
 =  .

4

3
 

Оскільки Р(Х = х1) = 0, то Р(Х ≤ х1 ) = Р(Х = х1 ) + Р(Х < х1 ) = Р(Х < х1)= .
4

3
 

За означенням інтегральної функції Р( Х < х1) = F( х1) = .
2

1

2

1 1x
arctg


  

Отже, .
4

3

2

1

2

1 1 
x

arctg


або .
42

1 


x
arctg  Звідси   1

2

1 
x

   або  х1 = 2. 



 33 

Таким чином, шукане значення  х1 = 2. 

Приклад 11 Дана інтегральна функція неперервної випадкової величини 

Х:  
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Знайти диференційну функцію f(х). 

Розв'язання. За означенням, диференціальна функція дорівнює першій 

похідній від інтегральної функції, тобто 
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Домашнє завдання 

Теорія Неперервні випадкові величини, їх числові характеристики, 

закони розподілу. Рівномірний розподіл, нормальний розподіл, їх числові 

характеристики. Закон великих чисел. Теореми Бернуллі та Чебишева.  9 , с. 

42 –45. 

Вправи 

 Розв’язати задачі. 

1 Імовірність того, що вибір, виготовлений на автоматичному верстаті, 

виявиться першого або другого ґатунку, дорівнює 0,8. Для контролю якості 

регулювання верстата робітник періодично перевіряє один за іншим вироблені 

вироби, але не більше п’яти штук кожного разу. Якщо виявиться, що ґатунок 

виробу є нижчим за другий, верстат зупиняється для регулювання. Вважаючи, 

що ймовірність виготовлення виробів першого та другого гатунку залишається 

сталою, скласти теоретичний розподіл кількості перевірок виробів, 

виготовлених робітником під час однієї серії випробувань. Знайти математичне 

сподівання цієї випадкової величини. 

Відповідь: 3,3616. 

2 Серед 10 годинників, які надходять для ремонту, шість  потребують 

чистки механізму. Годинники не розсортовані за видом ремонту. Майстер, який 

бажає бажаючий знайти годинники, що потребують чистки механізму, 

розглядає їх по черзі і, знайшовши такі годинники, припиняє подальший 

перегляд. Скласти закон розподілу випадкової величини - кількості 

переглянутих годинників і знайти математичне сподівання цієї випадкової 

величини. 

Відповідь: 
7

4
1 . 



 34 

3 При установленому технологічному процесі 
3

2
 всієї виробленої 

продукції верстат - автомат випускає першим ґатунком і 
3

1
 - другим. Скласти 

закон розподілу числа виробів першого ґатунку серед 5 штук, відібраних 

випадково. Користуючись цим законом, знайти математичне сподівання і 

дисперсію цієї випадкової величини. На цьому прикладі перевірити 

справедливість теорем про математичне сподівання і дисперсію випадкової 

величини, яка підлягає біноміальному закону розподілу. 

Відповідь:  М(Х) ≈ 3,33; D(Х) ≈ 1,11. 

4 Споживання електроенергії підприємствами № 1 і № 2 протягом доби 

характеризується наступними даними:  

 

а) підприємство № 1 

Кількість споживаної електроенергії, квт –ч 

(Х) 

840 860 880 900 

Ймовірність (р) 0,1 0,3 0,5 0,1 

 

б) підприємство № 2 

Кількість споживаної електроенергії, квт -ч(У) 950 980 1000 

Ймовірність (q) 0,3 0,5 0,2 

 

Потрібно: скласти закон розподілу кількості електроенергії, споживаної 

протягом доби обома підприємствами разом; використовуючи отриманий 

закон, знайти математичне сподівання і дисперсію розглянутої випадкової 

величини і на цьому прикладі перевірити справедливість теорем про 

математичне сподівання та дисперсію суми незалежних випадкових величин.  

Відповідь:   М(Х) = 872,  М(Y) = 975,  D(Х) = 256,  D(Y) = 325. 

5 Імовірність попадання у результаті одного пострілу дорівнює 0,8 і від 

пострілу до пострілу не змінюється. Знайти математичне сподівання числа 

витрачених снарядів, якщо є 4 снаряди і стрільба виконується до перших двох 

влучень. 

Відповідь: 2,464. 

6  Із ящика, в якому знаходиться  6  білих  і  4  чорних кульки, виймається 

кулька  п’ять разів підряд, причому кожного разу вийнята кулька повертається 

назад і кульки перемішуються. Випадкова величина   Х  -  число вийнятих білих 

кульок. Скласти закон розподілу випадкової величини  Х  і знайти її 

математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення. 

Відповідь:  М(Х) = 3,   D(Х) = 1,2,  )(Х = 1,095. 

7 Визначити середнє число поражених цілей, якщо на стрільбу відпущено 

200 снарядів. Імовірність влучення в будь яку ціль дорівнює 0,1 і для влучення 

в кожну ціль досить двох влучень. 

Відповідь: 10. 

8 Скласти закон розподілу числа очок, вибитих стрільцем у результаті 

чотирьох пострілів, якщо ймовірність влучення при кожному пострілі дорівнює 
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0,3, причому за кожне попадання стрілець отримує по п’ять очок, а за кожний 

промах у нього знімають два очка.  

Відповідь:   

Х -8 -1 6 13 206 

Р 0,2401 0,4116 0,2646 0,0756 0,0081 

 

9 Із ящика, в якому знаходиться4 білих і 20 чорних кульок, послідовно 

виймають кульки до тих пір, доки не з'явиться чорна кулька. Х - число вийнятих 

кульок є дискретна випадкова величина. Скласти закон розподілу Х і знайти 

М(Х). 

Відповідь: 1,19. 

10 Дискретна випадкова величина Х набуває три можливих значення:  х1 = 

4 з ймовірністю р1 = 0,5;  х2 = 6 з ймовірністю р2 = 0,3 і  х3 з ймовірністю  р3. 

Знайти  х3  і  р3, якщо відомо що  М(Х) = 8. 

Відповідь:   х3 = 21;   р3 = 0,2. 

11 Дано перелік можливих значень дискретної випадкової величини  Х:  х1 

= – 1;   х2 = 0;   х3 = 1, а також відоме математичне сподівання цієї величини і її 

квадрата: М(Х) = 0,1;  М(Х
2
) = 0,9. 

Знайти ймовірність  р1,  р2,  р3, які відповідають можливим значенням  х1,   

х2,  х3. 

Відповідь:  р1 = 0,4;   р2 = 0,1;  р3 = 0,5. 

12 У партії з 10 деталей міститься 3 нестандартних. Навмання взято 2 

деталі (без повернення). Знайти математичне сподівання дискретної випадкової 

величини  Х –  числа нестандартних деталей серед двох узятих. 

Відповідь:  0,6. 

13 Знайти дисперсію дискретної випадкової величини  Х - числа 

елементів деякого пристрою, які відказали, під час десяти незалежних 

випробувань, якщо ймовірність відмови елемента в кожному випробуванні 

дорівнює 0,9. 

Відповідь:   0,9. 

14 Дискретна випадкова величина  Х  має лише три можливих значення:  

х1 = 1;  х2  і  х3, при чому   х1 < х2 < х3.  Ймовірність того, що  Х набуває значення 

х1 і х2 , відповідно дорівнює  0,3 і 0,2. Знайти закон розподілу величини  Х, якщо 

відомі її математичні сподівання М(Х) = 2,2 і дисперсія  D(Х) = 0,76. 

Відповідь:  

Х 1 2 3 

Р 0,3 0,2 0,5 

 

15 Дискретні незалежні випадкові величини задані законами розподілу: 

Х -1 0 1  Y -2 1 2 3 

Р 0,3 0,4 0,3  q 0,3 0,3 0,3 0,1 

Показати, що  D( Х – Y ) = D(Х) + D(Y). 
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16 Імовірність відмови деталі за час дослідження на надійність дорівнює 

0,2. Знайти математичне сподівання і дисперсію числа деталей, які відмовили, 

якщо дослідженню будуть підлягати 10 деталей.  

Відповідь:   М(Х) = 2;   D(Х) = 1,6. 

17 Знайти математичне сподівання числа лотерейних білетів, на які 

випадуть виграші, якщо придбано 20 білетів, причому ймовірність виграшу по 

одному білету дорівнює 0.3.  

Відповідь:   6 білетів. 

18 На заводі працюють чотири автоматичні лінії. Ймовірність того, що 

протягом робочої зміни перша лінія не потребує регулювання, дорівнює 0,9, 

друга – 0,8, третя – 0,75, четверта – 0,27. Знайти математичне сподівання числа 

ліній, які протягом робочої зміни не потребують регулювання. 

Відповідь: 3,15. 

19 Імовірність того, що в бібліотеці, необхідна для студента книга є 

вільною, дорівнює 0,3. Скласти закон розподілу числа бібліотек, які відвідає 

студент, якщо в місті є чотири бібліотеки. 

Відповідь: 

Х 1 2 3 4 

Р 0,3 0,21 0,147 0,343 

 

20 У шестиламповому радіоприймачі, де всі лампи різні, перегоріла одна 

лампа. Для усунення несправності навмання вибрану лампу замінюють явно 

придатною із запасного комплекту, після чого одразу перевіряють роботу 

радіоприймача. Скласти закон розподілу числа заміни ламп. 

Відповідь: 

Х 1 2 3 4 5 6 

Р 
6

1
 

6

1
 

6

1
 

6

1
 

6

1
 

6

1
 

21 Підлягають випробуванню 1200 проб руди. Знайти математичне 

сподівання і дисперсію числа проб з промисловим вмістом металу, якщо 

ймовірність промислового вмісту металу дорівнює 0,09.  

Відповідь:    М (Х) = 108,  D(Х) = 98,28. 

22 Визначити сталу ймовірність влучених у ціль при кожному пострілі і 

число проведених пострілів, якщо середнє число влучень дорівнює 72, а 

середнє квадратичне відхилення випадкової величини, яка характеризує число 

улучень, дорівнює 6. 

Відповідь:   р = 0,5,   n = 144. 

23 По трьох дослідних ділянках отримані наступні дані про врожайність з 

1 га:  

Ділянка І ІІ ІІІ 

Центнерів з 1 га 18 20 22 

Розмір ділянки в га 10 20 20 

Визначити середнє значення випадкової величини врожайності з 1 га за 

всіма трьома ділянками і її середнє квадратичне відхилення. 
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Відповідь:   М(Х) = 20,4 ц.,    5,1)( X ц.  

24 На шляху руху автомобіля 4 світлофори, кожний із яких або дозволяє, 

або забороняє подальший рух автомобіля з імовірністю 0,5. Знайти 

математичне сподівання і дисперсію числа пройдених автомобілем світлофорів 

до першої зупинки.  

Відповідь: 0,938; 1,43. 

25 Випадкова величина Х задана інтегральною функцією  
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Знайти ймовірність того, що в результаті випробовування величина  Х  

набуде значення, яке належить інтервалу ( -1; 1 ). 

Відповідь: 
3

1
. 

         26 Випадкова величина Х задана на всій осі 0х інтегральною функцією  

2

1

2

1
)(

x
arctgxF


 . 

Знайти можливе значення 1х , яке задовольняє умові: з імовірністю 
6

1
 

випадкова величина Х  у результаті випробовування набуде значення, більшого 

за 1х . 

Відповідь: 321 х . 

27 Дискретна випадкова величина задана законом розподілу  
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5040302010
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X
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Знайти інтегральну функцію і побудувати її графік.  

Відповідь: 
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28 Випадкова величина Х задана функцією розподілу 

















.3,1

,32,)2(

,2,0

)( 2

xпри

xприx

xпри

xF  

Обчислити ймовірність потрапляння випадкової величини  Х  в інтервали 

( 1; 2,5 ) і  ( 2,5; 3,5 ). 

Відповідь: .75,0)5,35,2(;25,0)5,21(  ХPХP  
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29 Диференціальна функція неперервної випадкової величини  Х  в 

інтервалі 









2
;

2


 дорівнює xxf 2cos

2
)(


 ; за межами цього інтервалу 0)( xf . 

Знайти ймовірність того, що в трьох незалежних випробуваннях  Х набуде рівно 

2 значення, які належать інтервалу 
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Відповідь:    
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30 Диференціальна функція неперервної випадкової величини Х: 
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Знайти інтегральну функцію )(xF . 

Відповідь:  
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31 Випадкова величина Х підпорядкована закону розподілу з щільністю 

ймовірності 
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Знайти: 

а) коефіцієнт a ; 

б) функцію розподілу )(xF ; 

в) імовірність потрапляння  Х до інтервалу  (1; 2)  (двома способами). 

Побудувати графіки функцій )(xf  і )(xF . 

Відповідь: а) 
9

2
;      б) 
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)( 32
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27

13
. 

32 Диференціальна функція неперервної випадкової величини Х в 

інтервалі )
2

;0(


 дорівнює xCxf 2sin)(  , за межами цього інтервалу 0)( xf . 

Знайти сталий параметр С. 

Відповідь: 1. 
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Питання для самоперевірки 

1 Яка величина називається випадковою? 

2 Як прийнято позначати випадкові величини та їх значення? 

3 Що являє собою закон розподілу випадкової величини? 

4 Як можна задати закон розподілу випадкової величини? 

5 Яка випадкова величина називається дискретною? 

6 Як прийнято задавати закон розподілу дискретної випадкової величини? 

Чому? 

7 У чому полягає біноміальний закон та закон Пуассона дискретної  

випадкової величини? 

8 Назвіть числові характеристики дискретної випадкової величини. 

9 Що називають математичним сподіванням дискретної випадкової 

величини? Яким чином воно її характеризує? 

10 Перерахуйте властивості математичного сподівання. 

11 Що називають дисперсією дискретної випадкової величини? Яким 

чином вона її характеризує? 

12 Якою формулою для обчислення дисперсії користуються на практиці? 

13 Перерахуйте властивості дисперсії випадкової величини. 

14 Що називають середнім квадратичним відхиленням дискретної 

випадкової величини? Для чого його вводять? 

15 Яку випадкову величину називають неперервною? 

16 Що називають інтегральною функцією? Сформулюйте її властивості. 

17 Дайте означення диференціальної функції (щільності розподілу). 

18 Сформулюйте властивості диференціальної функції. 

 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 5 

Неперервні випадкові величини, їх числові характеристики, закони 

розподілу. Рівномірний розподіл, нормальний розподіл, їх числові 

характеристики. Закон великих чисел. Теореми Бернуллі та Чебишева. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 Дано функцію 
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При якому значенні  а  функція  f(х) може бути прийнята за щільність 

ймовірності випадкової величини Х? Знайти математичне сподівання, 

дисперсію і середнє  квадратичне  відхилення  відповідної  випадкової  

величини Х. Обчислити   Р( 1 < Х < 3 ). 

Розв'язання. Функція f(х) може бути прийнята за щільність імовірності, 

якщо 
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f(х) ≥ 0      і      .1)( 




dxxf  

Беручи до уваги, що при   х < 0  і   х > 2 функція  f(х) = 0 згідно з  рівністю 

1)( 




dxхf  отримаємо:  

.1)4(
2

0

3  dxxxa  

Обчислюючи інтеграл, будемо мати 

1)
4

2(

2

0

4

2 
х

ха  або 1)48( a , звідки 
4

1
a . 

Оскільки при   
4

1
a  задана функція   f(х) ≥ 0 (пропонуємо переконатися у 

цьому самостійно) і невласний інтеграл від цієї функції дорівнює одиниці, то 
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,20)4(
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1

,00

)( 3

хпри

xприхх

хпри

xf  

і є щільністю ймовірності неперервної випадкової величини  Х. 

Тепер знаходимо математичне сподівання   Х: 

.
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dхххdххххdxххfXM
в

а  

Далі знаходимо дисперсію випадкової величини Х. 
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 Обчислюємо середнє квадратичне відхилення Х: 

44,011
15

2

225

44
)()(  ХDХ . 

 За формулою )()()()( aFвFdxхfвXaP

в

a

  обчислюємо шукану 

ймовірність того, що випадкова величина  Х  набуде значення, яке належить 

інтервалу (1; 3): 

  
2

1

4

2
3

2

3

16

9
)

4

1
248(

4

1

1

2
)

4
2(

4

1
0)4(

4

1
)31(

x
xdxdxxxХP . 
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Приклад 2 Ціна поділки шкали вимірювального приладу дорівнює 0,2. 

Показ приладу заокруглюють до найближчої цілої поділки. Знайти ймовірність 

того, що при відліку буде зроблена похибка:  

а) менша за  0,04; 

б) більша за 0,05. 

Розв'язання.   

а) Похибку заокруглення відліку можна розглядати як випадкову 

величину Х, яка розподілена рівномірно в інтервалі між двома сусідніми цілими 

поділками. У даній задачі довжина інтервалу, в якому містяться можливі 

значення  Х, дорівнює 0,2, тому .5
2,0

1
)( xf  

Легко зрозуміти, що похибка відліку буде менша за 0,04, якщо вона буде 

міститися в інтервалах  (0; 0,04 ) або ( 0,16; 0,20 ), тобто коли    0< Х <0,04  або 

0,16<Хx <0,20. Оскільки події  0< Х <0,04  і  0,16 < Х <0,20  несумісні, то за 

теоремою додавання ймовірностей несумісних подій 
).20,016,0()04,00()04,0(  ХPХPХP  

Застосовуючи далі формулу )()()()( aFвFdxхfвXaP

в

a

  , отримаємо 

.4,08,012,0
16,0

20,0
5

0

04,0
555)04,0(

20,0

16,0

04,0

0

  xxdxdxХP  

Таким чином, імовірність того, що при відліку буде зроблена похибка, 

менша за 0,04, дорівнює 0,4. 

б) При відліку буде припущена похибка, більша за 0,05, якщо 

0,05<Х<0,15, тому  

.5,025,075,0
05,0

15,0
55)15,005,0()05,0(

15,0

05,0

  xdxХPХP  

Приклад 3 Автобуси деякого маршруту рухаються строго за розкладом. 

Інтервал руху – 5 хв. Знайти ймовірність того, що пасажир, який підійшов до 

зупинки, буде чекати чергового автобуса менше 3 хв. 

Розв'язання.  Час очікування чергового автобуса можна розглядати як 

випадкову величину Х,  розподілену рівномірно. У даній задачі довжина 

інтервалу руху, в якому містяться можливі значення Х, дорівнює 5 хв, тому  

.
5

11
)( 




ab
xf  

Очевидно, що пасажир, який підійшов до зупинки, буде чекати чергового 

автобуса менше 3 хв, якщо 2< Х <5. 

За формулою 
b

a

dxxfbХaP )()(  знаходимо  

.6,0
5

3

5

2
1

2

5

5

1

5

1
)52()5(

5

2

  xdxХPХP  

Отже, шукана ймовірність дорівнює 0,6. 
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Приклад 4 Автомат штампує деталі. Контролюється довжина деталі Х,  

розподілена нормально з математичним сподіванням (проектна довжина), 

рівним 50 мм. Фактична довжина виготовлених деталей не менша за 32 мм і не 

більша  за 68 мм. Знайти ймовірність того, що довжина навмання взятої деталі: 

а) більша за 55 мм; 

б) менша за 40 мм. 

Розв'язання.  

 а) Оскільки фактична довжина виготовлених деталей не менша за 32 мм і 

не більша за 68 мм, то подія 6832  x  є вірогідною. Тому  
.1)6832()6832(  ХPХP  

З іншого боку, за формулою )()()(









а
XР





  маємо:  

.
18

2
181850325068

)6832( 















 

















 








 



ФФФФФХP  

Отже, 1
18

2 









Ф , або 5,0

18











Ф . 

За таблицею значень функції Лапласа (додаток Б), знаходимо 5
18




 , 

звідки 6,3
5

18
 . 

Шукана ймовірність, тобто ймовірність того, що довжина навмання взятої 

деталі більша за  55 мм, і, очевидно, менша за  68 мм, буде такою: 

    .0823,04177,05,039,15
6,3

5055

6,3

5068
)6855( 







 








 
 ФФФФХP  

б) Імовірність того, що довжина навмання взятої деталі менша за 40 мм, і, 

очевидно, більша за 32 мм, дорівнює: 

       

.0027,04973,05,0

78,25578,2
6,3

5032

6,3

5040
)4032(










 







 
 ФФФФФФХP

 

Приклад 5 У освітлювальну мережу паралельно включено 20 ламп. 

Імовірність того, що за час Т лампа буде включена, дорівнює 0,8. 

Скориставшись нерівністю Чебишева, оцінити ймовірність того, що абсолютна 

величина різниці між числом включених ламп і середнім числом 

(математичним сподіванням) включених ламп за час Т виявиться: а) меншою за 

три; б) не меншою за  три.  

Розв'язання.  

а) Позначимо через Х дискретну випадкову величину - число включених 

ламп за Т час. 

Тоді  

М(Х) = np = 20 · 0,8 = 16, 

D(Х) = npq = 20 · 0,8 · 0,2 = 3,2. 

Скористаємося нерівністю Чебишева: 
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.
)(

1))((
2


XD

XMXP   

Підставляючи до цієї нерівності  М(Х) = 16, D(Х) = 3,2,  ε = 3, отримаємо  

.64,0
9

2,3
1)316( XP  

б) Події 316 X  і 316 X  є протилежними, тому сума їх 

імовірностей дорівнює одиниці. 

Отже,  .36,064,01)316( XP  

Приклад 6 Дано: 9,0))((  XMXP  і D(Х) = 0,009. 

Використовуючи нерівність Чебишева, знайти  . 

Розв'язання. Згідно з нерівністю Чебишева маємо: 

2

)(
1))((




XD
XMXP   

і  з урахуванням, що   9,0))((  XMXP , а   D(Х) = 0,009, одержуємо 

9,0
009,0

1
2




  або 2 0,009
0,09

1 0,9
  


. 

Звідки .3,009,0   

Приклад 7 Дисперсія кожної із попарно незалежних 16000 випадкових 

величин не перевищує 10. Потрібно: а) оцінити ймовірність того, що 

відхилення середньої арифметичної Х  цих величин від математичного 

сподівання їх середньої М( Х ) не перевищує 0,25; б) визначити, скільки таких 

випадкових величин потрібно взяти, щоб із ймовірністю, не меншою за 0,99, 

можна було стверджувати, що абсолютна величина різниці між Х  і М( Х ) не 

перевищує 0,25. 

Розв'язання.   
а) Для оцінки ймовірності скористаємося нерівністю: 

.1))((
2


n

C
ХMХP   

За умовою:  n = 16000,  D(Х) ≤ С = 10,  ,25,0  

Отже, 

.99,0
)25,0(16000

10
1)25,0)((

2



 ХMХP  

б) Використовуючи нерівність 
2

)(
1))((




ХD
ХMХP   і беручи до 

уваги, що  

99,0)25,0)((  ХMХP ,    С = 10,   ,25,0  

отримаємо 

2

10
1 0,99

(0,25)n
 


, звідки  .16000

)25,0()99,01(

10
2



n  
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Приклад 8 Під час штамповки пластинок із пластмаси за даними ВТК 

брак складає 3 %. Знайти ймовірність того, що під час перегляду партії у 1000 

пластинок  виявиться  відхилення  від  встановленого  відсотка  браку  менше  

ніж  1 %. 

Розв'язання. У даному випадку потрібно визначити 

)(  p
n

m
P  

при  р = 3 % = 0,03,  01,0%1  ,   n = 1000. 

Використовуючи нерівність 2
1)(




n

pq
р

n

m
P  , одержимо 

.709,0
1,0

0291,0
1

)01,0(1000

97,003,0
11

22







n

pq
P  

Таким чином,  Р ≥ 0,709. 

Приклад 9 Імовірність того, що випущений екземпляр годинника має 

точність ходу в межах стандарту, дорівнює 0,97. Оцінити ймовірність того, що 

серед 1000 годинників доля годинників з точністю ходу в межах норми 

відхилиться (за абсолютною величиною) від ймовірності 0,97 не більше ніж на 

0,2.  

Розв'язання. За умовою даної задачі:   02,0 ,    р = 0,97,    q = 0,03,      

n = 1000. Отже, згідно з нерівністю 2
1)(




n

pq
р

n

m
P  , ймовірність шуканої 

події: 

.92725,0
4,0

0291,0
1

)02,0(1000

03,097,0
1)02,097,0

1000
(

2







m
P  

Приклад 10 Скільки потрібно перевірити деталей, щоб з імовірністю, не 

меншою за 0,98, можна було б очікувати, що абсолютна величина відхилення 

частоти придатних деталей від імовірності деталі бути придатною, рівною 0,95, 

не перевищить 0,01. 

Розв'язання. Відповідно до нерівності:  

2
1 .

m pq
P p

n n




 
    

 
 

Якщо при відомих значеннях  р, q і  , число n буде обрано таким, що 

різниця 
2

1
pq

n
  буде меншою за дану в умові ймовірність р, то одержимо 

нерівність P
n

pq
 .1

2
, із якої й визначимо значення  n. 

За умовою даної задачі:  р = 0,95,  q  = 0,05,  ε = 0,01  і   р = 0,98, тому: 

98,0
)01,0(

05,095,0
1

2







n
 або 

0,0475
0,02

0,0001n
 , звідки  .23750

0001,002,0

0475,0



n  

Таким чином, потрібно перевірити не менше 23750 деталей.  

Приклад 11  Число  телевізорів  підвищеної якості складає у  середньому 

75 % від загального їх випуску. 
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Оцінити з допомогою нерівності Чебишева ймовірність того, що серед 

3000 телевізорів число телевізорів підвищеної якості виявиться від  2190 до 

2310 включно. 

Розв'язання. Число телевізорів підвищеної якості серед 3000 є 

випадковою величиною Х, що розподілена за біноміальним законом. Тому її 

математичне сподівання:  

М(Х) = nр = 3000 · 0,75 = 2250, 

 а дисперсія -  

D(Х) = nрq = 3000 · 0,75 · 0,25 = 562,5. 

Оскільки  2190  і  2310 - межі припустимих значень випадкової величини 

- симетричні відносно математичного сподівання, рівного 2250 (одна менша, а 

друга більша на 60),   нерівність      2190 ≤ Х ≤ 2310   рівносильна нерівності   

│Х - 2250│≤ 60. Тому, згідно з нерівністю Чебишева, при  60  отримаємо: 

.84375,015625,01
3600

5,262
1)602250()23102190(  XPXP  

Отже, ймовірність шуканої події не менша за 0,84375.  

Приклад 12 Імовірність появи події А в кожному з 1000 випробувань 

дорівнює 0,3. Використовуючи нерівність Чебишева, оцінити ймовірність того, 

що відхилення числа настання цієї події від математичного сподівання буде 

більше 30. 

Розв'язання. Число появи події А в  n = 1000 випробувань є випадковою 

величиною Х, яка розподілена за біноміальним законом. Тому  

М(Х) = nр = 1000 ·0,3 = 300,  D(Х) = nрq = 1000 · 0,3 · 0,7 = 210. 

Використовуючи нерівність Чебишева і приймаючи до уваги, що  

М(Х) = 300, D(Х) = 210 і 30 , 

знаходимо: 

.233,0
30

210
)30300(

2
XP  

Таким чином, ймовірність шуканої події не більша за  0,233. 

 

Домашнє завдання 

Теорія Генеральна та вибіркова сукупності. Статистичний розподіл 

вибірки. Емпірична функція розподілу та її властивості. Полігон та гістограма.  

Генеральна і вибіркова середні. Дисперсія.  9 , с. 46 –60. 

Вправи 

 Розв’язати задачі. 

1 Випадкова величина Х задана диференціальною функцією xxf
2

1
)(   в 

інтервалі (0;2); за межами цього інтервалу 0)( xf  . Знайти математичне 

сподівання величини Х. 

Відповідь:   
3

4
. 
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2  Випадкова величина Х задана диференціальною функцією (розподіл 

Лапласа) 
x

exf



2

1
)( . Знайти математичне сподівання величини Х. 

Відповідь:   0. 

3  Випадкова величина Х задана диференціальною функцією 

)2()( 2 xxCxf   в інтервалі (0;1); за межами цього інтервалу 0)( xf . Знайти:  

а) параметр  С;  

б) математичне сподівання величини  Х. 

Відповідь:  а) 
4

3
;   б) 

16

11
. 

4 Випадкова величина Х в інтервалі (-3;3) задана диференціальною 

функцією 
29

1
)(

x
xf





; за межами цього інтервалу 0)( xf .  

а) знайти дисперсію Х; 

б) що в результаті випробовування виявиться імовірнішим: 1X  чи 

1X ? 

Відповідь:  а) 5,4)( ХD ;  б) імовірніше, що в результаті випробовування 

1X . 

5 Випадкова величина Х в інтервалі (0;5) задана диференціальною 

функцією xxf
25

2
)(  ; за межами цього інтервалу 0)( xf . Знайти дисперсію Х. 

Відповідь: 
18

25
. 

6  Щільність розподілу неперервної випадкової величини 

















.,0

,0,sin
2

1

,0,0

)(





xпри

xприx

xпри

xf  

Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне 

відхилення випадкової величини Х. 

Відповідь:  69,0)(;2
4

)(;
2

)(
2

 ХХDХM 


. 

7  Неперервна випадкова величина Х задана диференціальною функцією  










 .0,3

,0,0
)(

3 xприe

xпри
xf

x
 

Знайти  )(ХM   і ймовірність того, що випадкова величина  Х  набуде 

значення, яке належить інтервалу (1; 2 ). 

Відповідь:  0473,0)21(;
3

1
)(  ХPХM . 

8  Випадкова величина Х задана функцією розподілу  
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Знайти: 

1) математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення 

випадкової величини Х; 

2) імовірність того, що випадкова величина набуде значення, яке 

належить інтервалу (0,5; 7) (двома способами). Побудувати графіки функцій 

)(xf  і )(xF . 

Відповідь:  1) 2)(;2)(;4)(  ХХDХM  ;  2) 1)75,0(  ХP . 

9 Ціна поділки шкали амперметра дорівнює 0,1А. Показання 

заокруглюють до найближчої цілої поділки. Знайти ймовірність того, що при 

відліку буде допущена похибка, яка перевищує 0,02А.  

Відповідь:    0,6. 

10 Хвилинна стрілка електронного годинника переміщається стрибками в 

кінці кожної хвилини. Знайти ймовірність того, що в даний момент годинник 

покаже час, який відрізняється від істинного, не більше ніж на 20с. 

Відповідь:    
3

2
. 

11 Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне 

відхилення випадкової величини Х, розподіленої рівномірно в інтервалі (2;8). 

Відповідь:   3)(;3)(;5)(  ХХDХM  . 

12 Усі значення рівномірно розподіленої випадкової величини Х належать 

відрізку [2; 8]. Знайти ймовірність потрапляння  Х  до  інтервалу       (3; 5). 

Відповідь:   
3

1
. 

13 Нормально розподілена випадкова величина Х задана диферен-

ціальною функцією 50

)1( 2

25

1
)(






x

exf


. Знайти математичне сподівання і 

дисперсію Х. 

Відповідь:    25)(;1)(  ХDХM . 

14 Математичне сподівання і дисперсія нормально розподіленої 

випадкової величини Х відповідно дорівнюють 2 і 25. Знайти ймовірність того, 

що в результаті випробовування   Х  набуде значення, яке належить інтервалу     

(1; 4). 

Відповідь:    0,2347. 

15 Зважується деяка речовина без систематичних похибок. Випадкові 

похибки зважування підпорядковуються нормальному закону з середнім 

квадратичним відхиленням  20 . Знайти ймовірність того, що зважування 

буде здійснюватись з похибкою, яка не перевищує за абсолютною величиною 

10 . 

Відповідь:   0,383. 

16 Деталь, виготовлена автоматом, вважається придатною, якщо 

відхилення її контрольованого розміру від проектного не перевищує 10 мм. 

Випадкові відхилення контрольованого розміру від проектного 

підпорядковуються нормальному закону з середнім квадратичним відхиленням 
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мм5  і математичним сподіванням 0а . Який відсоток придатних деталей 

виготовляє автомат? 

Відповідь:  приблизно 95%. 

17 Випадкова величина  Х  розподілена нормально з математичним 

сподіванням 25a . Ймовірність попадання Х в інтервал (10;15) дорівнює 0,2.  

Чому дорівнює ймовірність потрапляння Х до  інтервалу (35; 40)? 

Відповідь:   0,2. 

18 Верстат-автомат виготовляє валики, причому контролюється їх 

діаметр Х. Вважаючи, що Х – нормально розподілена випадкова величина з 

математичним сподіванням ммa 10  і середнім квадратичним відхиленням 

мм1,0 , знайти інтервал, у якому з імовірністю 0,9973 будуть міститися 

діаметри виготовлених валиків. 

Відповідь:    (9,7; 10,3). 

19 Вважається, що відхилення довжини виготовлених деталей від 

стандарту виявляється випадковою величиною, розподіленою за нормальним 

законом. Якщо стандартна довжина дорівнює 40 см і середнє квадратичне 

відхилення – 0,4 см, то яку точність довжини деталі можна гарантувати з 

імовірністю 0,8? 

Відповідь:   52,0 . 

20 Довжина виготовленої автоматом деталі являє собою випадкову 

величину, розподілену за нормальним законом з параметрами 15a  і 2,0 . 

Знайти ймовірність браку, якщо припустимі розміри деталі повинні складати 

3,015 . 

Відповідь:    0,1336. 

21 Графік щільності ймовірності випадкової величини Х зображений на 

рис.24.1. Скласти аналітичний вираз щільності ймовірності і знайти 

математичне сподівання і дисперсію випадкової величини Х. 

                                 

                                                         
Рис. 24.1 

Відповідь:   
3

1
)(;2)(  ХDХM . 

22 Автомат штампує деталі. Контролюється довжина деталі Х, яка 

розподілена нормально з математичним сподіванням, рівним 30 мм. Фактична 

довжина  виготовлених  деталей  не  менша  за   24 мм  і не більша за   36 мм. 

Знайти ймовірність того, що довжина навмання взятої деталі більша за  32 мм. 

0 

0,5 

1 

f(x) 

x a 
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Відповідь:    0,0475. 

23 Електростанція обслуговує мережу з 18000 ламп, імовірність 

включення кожної з яких у зимового вечора дорівнює 0,9. Яка ймовірність того, 

що число ламп, включених до мережі зимовим вечором відрізняється від свого 

математичного сподівання за абсолютною величиною не більше ніж на 200? 

Відповідь: Р ≥ 0,9595. 

24 Дискретна випадкова величина  Х  задана законом розподілу: 

Х -1 0 2 4 6 

Р 0,2 0,4 0,3 0,05 0,05 

 

Користуючись нерівністю Чебишева, оцінити ймовірність того, що  

│Х - М(Х)│< 5. 

Відповідь:   Р ≥ 0,872. 

25 Середнє значення довжини деталі – 50 см, а дисперсія – 0,1. 

Користуючись нерівністю Чебишева, оцінити ймовірність того, що випадково 

взята деталь виявиться по довжині не меншою за   49,5 см   і не більшою за  

50,5 см. 

Відповідь:   Р ≥ 0,6. 

26 Імовірність випуску нестандартної радіолампи дорівнює 25%5. 

Оцінити знизу ймовірність того, що в партії з 1000 радіоламп число 

нестандартних відрізняється від 250 менше ніж на 40. 

Відповідь:   Р ≥ 0,8667. 

27 Прорість сім'я деякої культури дорівнює 0,75. Користуючись 

нерівністю Чебишева, оцінити ймовірність того, що з посіяних 1000 насінин 

число тих, які проростуть виявиться від 700 до 800 включно. 

Відповідь:   Р ≥ 0,925. 

28 Математичне сподівання швидкості вітру на даній висоті дорівнює 25 

км/год, а середнє квадратичне відхилення – 4,5 км/год. Які швидкості вітру на 

цій висоті можна очікувати з ймовірністю, не меншою за 0,9? 

Відповідь:   10,8 ≤ Х ≤ 39,2. 

29 Добова витрата води в населеному пункті є випадковою величиною, 

середнє квадратичне відхилення якої дорівнює 10000 л. Оцінити ймовірність 

того, що витрати води в цьому пункті протягом доби відхиляться від 

математичного сподівання за абсолютною величиною  більше  ніж  на  25000 л. 

Відповідь:   Р ≤ 0,16. 

30 Для визначення середньої тривалості горіння електролампи в партії з 

200 однакових ящиків вийнято довільно по одній лампі з кожного ящика. 

Оцінити знизу ймовірність того, що середня тривалість горіння взятих 200 

електроламп відрізняється від середньої тривалості горіння в усій партії за 

абсолютною величиною менше ніж на 5 годин, якщо відомо, що середнє 

квадратичне відхилення тривалості горіння ламп у кожному ящику менше за     

7 годин. 

Відповідь:   Р ≥ 0,9902. 

31 Для визначення середньої урожайності радгоспного поля в 5000 га 

припускається узяти на вибір по 1м2 з кожного гектара площі і точно 
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підрахувати врожайність з цих квадратних метрів. Оцінити ймовірність того, 

що середня вибіркова урожайність буде відрізнятися від істинної середньої 

урожайності на всьому масиві не більше ніж на 0,2 ц, якщо припустити, що 

середнє квадратичне відхилення урожайності на кожному гектарі не перевищує 

5 ц. 

Відповідь:    Р   0,875. 

32 Скільки треба провести незалежних вимірів деякої величини, щоб із 

ймовірністю, не меншою ніж 0,95, можна було б стверджувати, що середнє 

арифметичне результатів вимірів відрізняється від істинного значення за 

абсолютною величиною менше ніж на 2, якщо середнє квадратичне відхилення 

кожного виміру менше за 10?  

Відповідь:   n  ≥ 500.  

33 Імовірність виготовлення нестандартної радіолампи дорівнює 0,02. 

Яку найменшу кількість радіоламп потрібно відібрати, щоб із ймовірністю, 

більшою за 0,8, можна було стверджувати, що доля серед них нестандартних 

радіоламп буде відрізнятися від ймовірності виготовлення нестандартної лампи 

за абсолютною величиною не більше ніж на 0,005? 

Відповідь:   n = 3920. 

34 Під час штамповки 70 % виробів виявляються першого ґатунку. 

Скільки потрібно взяти виробів, щоб із ймовірністю, яка перевищує 0,9973, 

можна було стверджувати, що доля виробів першого ґатунку серед них буде 

відрізнятися за абсолютною величиною від ймовірності 0,7 не більше ніж на 

0,05? 

Відповідь:   n ≥ 31112. 

35 Завод, який випускає масову продукцію, виробляє виробів першого 

ґатунку 75 % від загального їх числа. Оцінити ймовірність того, що доля 

виробів першого ґатунку серед 200000 виготовлених буде відрізнятися від 

ймовірності виготовлення виробів першого ґатунку не більше ніж на 0,01 у той 

чи інший бік.  

Відповідь:   Р > 0,99. 

 

Питання для самоперевірки 

1 Що називають рівномірним законом розподілу ймовірностей 

неперервної випадкової величини?  

2 Що називають нормальним законом розподілу ймовірностей 

неперервної випадкової величини? 

3 Що можна оцінити за допомогою нерівності Чебишева? Яким чином? 

4 Сформулюйте теорему Чебишева та теорему Бернуллі. 

5 Як оцінюються    )(  р
n

m
P     та   ))((  ХMХP ? 
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ПРОГРАМА ЗМІСТОВОГО МОДУЛЯ №2 

Математична статистика. 

Тема 9. Генеральна та вибіркова сукупності. Статистичний розподіл 

вибірки. Емпірична функція розподілу та її властивості. Полігон та гістограма. 

 Тема 10. Генеральна і вибіркова середні. Дисперсія. 

 Тема 11. Статистичні оцінки параметрів розподілу, їх властивості. 

 Тема 12. Інтервальні оцінки. Надійна ймовірність та надійний інтервал. 

Надійні інтервали для оцінювання математичного сподівання та середнього 

квадратичного відхилення при нормальному розподілі. 

 Тема 13. Статистична перевірка статистичних гіпотез. Нульова та 

конкуруюча гіпотеза. 

 Тема 14. Перевірка гіпотези про нормальний розподіл. Критерій згоди  

Пірсона. 

 Тема 15. Елементи теорії кореляції. Поняття регресії. Коефіцієнт 

кореляції. Кореляційна таблиця. 

Тема 16. Знаходження параметрів вибіркового рівняння прямої лінії 

регресії. 

 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 6 

Генеральна та вибіркова сукупності. Статистичний розподіл вибірки. 

Емпірична функція розподілу та її властивості. Полігон та гістограма.  

Генеральна і вибіркова середні. Дисперсія. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 Вибірка задана у вигляді розподілу частот: 

ix  5 8 10 

in  1 3 6 

 Знайти розподіл відносних частот. 

Розв'язання. Знайдемо об’єм вибірки .10631
1




k

i
inn   

 Обчислюємо відносні частот за формулою: .
n

n
w i

i   Одержуємо 

1,0
10

11
1 

n

n
w , 3,0

10

32
2 

n

n
w , .6,0

10

63
3 

n

n
w  

 Записуємо розподіл відносних частот: 

ix  5 8 10 

iw  0,1 0,3 0,6 

Приклад 2 Для контролю роботи пристрою зроблена вибірка із партії 

виробів заводу будівельних конструкцій. Одержані наступні результати 

зважування виробів із точність до одної десятої кілограма: 99,6; 100,3; 101,5; 

98,1; 99,4; 100,7; 101,2; 100,8; 100,5; 99,2; 98,0; 100,4; 103,0; 99,8; 101,2; 101,3; 
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100,2; 102,3; 100,6; 99,7. Потрібно побудувати інтервальний варіаційний ряд, 

розбиваючи діапазон одержаних значень на 5 інтервалів. 

Розв'язання.  Аналіз одержаних результатів показує, що все значення 

знаходяться в проміжку ]103;0,98( , розподіл за частинними інтервалами має 

вигляд: 

98-99 спостерігалося 2 рази, 

99-100 спостерігалося 5 разів, 

100-101 спостерігалося 7 разів, 

101-102 спостерігалося 4 рази, 

102-103 спостерігалося 2 рази. 

Таким чином інтервальний варіаційний ряд (статистичний розподіл 

вибірки) має вигляд: 

1 ii xx  98-99 99-100 100-101 101-102 102-103 

in  2 5 7 4 2 

iw  0,1 0,25 0,35 0,2 0,1 

  

 Приклад 3 Заданий ряд розподілу випадкової величини X (таблиця 6.1).  

Таблиця 6.1 

Частковий 

інтервал X  

0 – 8 8 – 16 16 – 24 24 – 32 32 – 40 40 – 48 

in  10 12 18 20 24 16 

  

 Необхідно: 

 1 знайти відносні частоти розподілу випадкової величини X; 

 2 побудувати полігон і гістограму частот і відносних частот; 

 3 знайти вибіркову середню випадкової величини X; 

 4 знайти вибіркову дисперсію випадкової величини X; 

 5 знайти емпіричну функцію розподілення; 

 Розв’язання.  
 1 Знайдемо розподілення відносних частот. 

 Обчислимо об`єм вибірки:  n = 10+12+18+20+24+16+ = 100. 

 Знайдемо відносні частоти за формулою 

.1

n

n
wi   

 ;1,0
100

101
1 

n

n
w  ;12,0

100

122
2 

n

n
w                ;18,0

100

183
3 

n

n
w  

 ;2,0
100

204
4 

n

n
w        ;24,0

100

245
5 

n

n
w            .16,0

100

166
6 

n

n
w  

 Статистичне розподілення частот і відносних частот представимо у 

вигляді таблиці 6.2. 
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Таблиця 6.2 

Часткові 

інтервали X  

0 – 8 8 – 16 16 – 24 24 – 32 32 – 40 40 – 48 

ni 10 12 18 20 24 16 

wi 0,1 0,12 0,18 0,2 0,24 0,16 

  

2 Зобразимо статистичне розподілення частот графічно у вигляді полігона 

(рисунки 6.1, 6.2) й гістограми (рисунки 6.3, 6.4). 

 Відкладаємо на осі абсцис варіанти  хі, а на осі ординат — відповідні 

частоти ni, з`єднуючи точки (xi;ni) відрізками прямих, отримаємо полігон частот  

(рисунок 6.1). 

 Аналогічні дії виконуємо для відносних частот: на осі абсцис – варіанти  

xi, на осі ординат – відносні частоти  wi;  з`єднуючи точки (xi;wi), отримаємо 

полігон відносних частот (рисунок 6.2). 

 Для побудови гістограм частот і відносних частот складемо таблицю 6.3. 

Таблиця 6.3 

Часткові 

інтервали X  

4 12 20 28 36 44 

hni /  1,25 1,5 2,25 2,5 3,0 2,0 

hwi /  0,0125 0,015 0,0225 0,025 0,03 0,02 

  

Розподілення складено для середини часткових інтервалів. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.1 
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Рис. 6.2 

  

Будуємо на осі абсцис часткові інтервали  довжиною  h = 8. Проводимо 

над цими інтервалами відрізки, паралельні осі абсцис і розташовані від неї на 

відстанях, рівних відповідним густинам частоти  
h

ni . Отримаємо гістограму 

частот (рисунок 6.3). 

 Аналогічно для гістограми відносних частот: на осі абсцис – часткові 

інтервали, над цими інтервалами проводимо відрізки паралельні осі ОХ і 

розташовані від неї на відстанях, рівних відповідним густинам відносної 

частоти  
h

wi . Гістограма відносних частот зображена на рисунку 6.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.3 
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Рис. 6.4 
 

 3 Обчислення вибіркової середньої. 

 Вибіркову середню обчислимо за формулою 

72,26
100

2672

100

16442436202818201212104

6

1 











n

nx

x i
ii

в . 

 4 Обчислення вибіркової  дисперсії. 

 Вибіркова дисперсія обчислюється за формулою 













100

)28,17(16)28,9(24)28,1(20)72,6(18)72,14(12)72,22(10
)( 222222

6

1

2

n

xxn

D i
вii

в

.52,154
100

16,15452

100

57,477784,206677,3285,81214,260098,5161



  

 Середнє квадратичне відхилення дорівнює 

.43,1252,154  вb D  

 5 Знаходження емпіричної функції розподілення. 

 Запишемо ряд розподілення відносних частот (таблиця 6.4). 

Таблиця 6.4 

Варіанти X  4 12 20 28 36 44 

wi 0,1 0,12 0,18 0,2 0,24 0,16 

 

 Згідно з означенням емпіричної функції, яка визначає для кожного 

значення х відносну частоту події Х < х: 

F*(x) = W(X< x). 

 Об’єм вибірки  n=100. 

 а) Найменша варіанта х = 4,   при x 4  F*(x) = 0; 

 б) при 4<x 12 проміжок xX   містить одне значення х1=4 з W=0,1,  

F*(x) = 0,1; 

 в) при 12<x 20, х1=4, х2=12  з W=0,1 + 0,12 = 0,22, F*(x) = 0,22; 

wi / h 

xi 

8 16 24 32 40 48 

0.01 

0.02 

0.03 
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 г) при 20<x28,  х1=4, х2=12, х3 = 20 з W =0,1 + 0,12 + 0,18 = 0,4, F*(x =0,4; 

 д) при 28<x36, х1=4, х2=12, х3=20, х4=28 з W = 0,1 + 0,12 + 0,18 + 0,2= 0,6,    

F*(x) = 0,6; 

 е) при 36<x44, х1=4, х2=12, х3=20, х4=28, х5=36 з W=0,1+0,12+0,18+0,2+ 

+0,24 = 0,84, F*(x) = 0,84; 

 є) при x> 44, F*(x) = 1. 

 Запишемо шукану емпіричну функцію 
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 Графік емпіричної функції розподілення (рисунок 6.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.5 

 

Приклад 4 Результати вимірювання деякого параметру 20 виробів 

представлені варіаційним рядом: 

ix  4,9 4,95 5 5,05 5,1 

in  3 6 4 5 2 

Знайти медіану та моду цього ряду. 

Розв'язання.  

 Оскільки даний варіаційний ряд є дискретним та містить 20 варіант 

(число парне):  

,... 2021 xxx   

то медіану знаходимо за формулою: 

F
*
(x) 

xi 

4 16 24 32 40 48 

0.2 

0.4 
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0.8 

1.0 
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1110 






xx

me  

а мода цього ряду, як варіанта, що має найбільшу частоту, .95,4oM  

Приклад 5 Знайти медіану та моду інтервального варіаційного ряду:  

1 ii xx  3-5 5-7 7-9 9-11 11-13 

in  10 10 20 40 20 

Розв'язання. Знаходимо об’єм вибірки: 

.1002040201010
1




k

i
inn  

Оскільки ,100n  то варіанта з номером 50
2


n
знаходиться в четвертому 

інтервалі, тобто  4r це медіанний інтервал, початок якого ,94  aar  тому 

;40201010
3

1

1

1
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і при 404  nnr та 2h  знаходимо медіану за формулою: 
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 Для обчислення моди розглянемо модальний інтервал, тобто інтервал із 

найбільшою частотою. В нашому випадку – це четвертий інтервал ,4s його 

початок ,94  aas  тому 20,20,40 51314   nnnnnn sss та 2h . 

 Знаходимо моду за формулою: 

.105,029
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Домашнє завдання 

 Теорія Статистичні оцінки параметрів розподілу, їх властивості.  

Інтервальні оцінки. Надійна ймовірність та надійний інтервал. Надійні 

інтервали для оцінювання математичного сподівання та середнього 

квадратичного відхилення при нормальному розподілі.   9 , с. 65 –71. 

Вправи 

 1 У процесі вивчення випадкової величини Х у результаті 40 незалежних 

спостережень дістали вибірку: 10, 13, 10, 9, 9, 12, 12, 6, 7, 9, 8, 9, 11, 9, 14, 13, 9, 

8, 8, 7, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 8, 7, 9, 10, 14, 13, 8, 8, 9, 10, 11, 11, 12, 12. 

Побудувати дискретний статистичний розподіл для цієї вибірки, а також 

полігон частот і графік )(* xF .  

 2 П’ятдесят абітурієнтів на вступних екзаменах із інформатики набрали 

таку кількість балів: 12, 14, 19, 15, 14, 18, 13, 16, 17, 12, 20, 17, 15, 13, 17, 16, 20, 

14, 14, 13, 17, 16, 15, 19, 16, 15, 18, 17, 15, 14, 16, 15, 15, 18, 15, 15, 19, 14, 16, 18, 

18, 15, 15, 17, 15, 16, 16, 14, 14, 17.  
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Потрібно побудувати дискретний статистичний розподіл, полігон частот, 

графік )(* xF . 

3 У відділі технічного контролю були виміряні діаметри 200 валиків із 

партії, виготовленої одним верстатом-автоматом. Відхилення виміряних 

діаметрів від номіналу наведено як інтервальний статистичний розподіл, де 

Х= ix  вимірюється в мікронах: 

h =5, 

мк 
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-1
5
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…
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1
0
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1
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1
5
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2
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2
0
…

2
5
 

2
5
…

3
0
 

in  7 11 15 24 49 41 26 17 7 3 

Потрібно побудувати гістограму частот і графік )(* xF . Обчислити вx , 

oM , em . 

Відповідь: вx =4,3 мк;  oM =3,79 мк; em = -1,46 мк. 

4 Із партії однотипних сталевих болтів, виготовлених заводом, була 

здійснена вибірка обсягом 200 штук і результати вимірювання їх діаметрів 

наведено у вигляді інтервального статистичного розподілу:  

 x ,мм 

h =2мм 
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in  2 2 8 9 9 14 41 76 21 11 4 3 

Потрібно побудувати гістограму частот і графік )(* xF .  Обчислити вx , 

oM , em . 

Відповідь: вx =14,34 мм;  oM =15,34 мм; em = 15,39 мм. 

5 Побудувати гістограму частот та відносних частот за даним розподілом 

вибірки об’ємом :20n  

1 ii xx  10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 

in  2 4 8 4 2 

6 Для заданого варіаційного ряду 

ix  2 3 5 6 8 

in  10 15 5 10 10 

знайти медіану та моду. 

Відповідь:  oM =3; em = 4. 

7 За даним розподілом варіант знайти медіану та моду. 

1 ii xx  1-6 6-11 11-16 16-21 21-26 

in   25 10 15 10 10 
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Відповідь:  oM =13,5; em = 
3

1
14 . 

8 Знайти емпіричну функцію за даним розподілом вибірки: 

ix  2 5 7 8 

in  1 3 2 4 

Відповідь: 


























.81

,876,0

,754,0

,521,0

,20

)(*

xякщо

xякщо

xякщо

xякщо

xякщо

xF  

9 Знайти вибіркову середню за даним розподілом вибірки об’єму :20n  

ix  2560 2600 2620 2650 2700 

in  2 3 10 4 1 

Відповідь: вx =2621. 

10 За даним розподілом вибірки знайти вибіркову середню та вибіркову 

дисперсію. 

ix  147 149 151 154 

in  10 20 50 20 

Відповідь: вx =150,8; .16,4вD  

 

Питання для самоперевірки 

 1 Дати визначення генеральної та вибіркової сукупності. 

 2 Яка вибірка є представницькою (репрезентативною)? 

 3 Способи відбору вибірки, дати означення кожного з них.  

 4 Дати визначення дискретної та неперервної ознаки Х. 

 5 Що називається варіантою, варіаційним рядом? 

 6 Що таке частота, відносна частота варіант? 

 7 Дати визначення дискретного статистичного розподілу вибірки. 

 8 Аналогом чого є статистичний розподіл вибірки? 

 9 Як будується статистичний розподіл вибірки для неперервної ознаки Х? 

 10 Дати означення емпіричної функції розподілу )(* xF . 

  11 Сформулюйте властивості )(* xF . 

 12 Що таке полігон частот та відносних частот і для чого він 

використовується? 

 13 Як будується полігон частот та відносних частот для інтервального 

варіаційного ряду? 

 14 Дати означення гістограми частот та відносних частот. 

 15 Дати означення кумулятивної кривої (помуляти) для дискретного і 

інтервального розподілу ознаки Х. 
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 16 Записати формули для обчислення вx , вD , в  для дискретного 

статистичного розподілу вибірки. 

 17 Записати формули для обчислення вx , вD , в  для інтервального 

статистичного розподілу вибірки. 

 18 Як визначається em  і Мо для інтервального статистичного розподілу? 

 19 Що називається розмахом, коефіцієнтом варіації? 

 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 7 

Статистичні оцінки параметрів розподілу, їх властивості. Інтервальні 

оцінки. Надійна ймовірність та надійний інтервал. Надійні інтервали для 

оцінювання математичного сподівання та середнього квадратичного 

відхилення при нормальному розподілі. Статистична перевірка 

статистичних гіпотез. Нульова та конкуруюча гіпотеза. Перевірка гіпотези 

про нормальний розподіл. Критерій згоди Пірсона. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 За вибіркою об’єму 51n знайдена зміщена оцінка 5вD  

генеральної дисперсії. Знайти незміщену оцінку дисперсії та виправлене 

середнє квадратичне відхилення генеральної сукупності. 

Розв'язання. Невідома незміщена оцінка дорівнює виправленій 

дисперсії: 

,1,55
50

51

1

2 


 вD
n

n
S  

а виправлене середнє квадратичне відхилення: 

.26,21,52  SS  

Приклад 2 Знайти виправлену вибіркову дисперсію за даним розподілом 

вибірки: 

ix  102 104 108 

in  2 3 5 

 Розв'язання.  Оскільки варіанти достатньо великі, то перейдемо до 

умовних варіант 104 ii xu  (віднімаємо від варіант число С=104, яке близьке 

до вибіркової середньої). Одержуємо розподіл умовних варіант: 

iu  -2 0 4 

in  2 3 5 

Знайдемо виправлену дисперсію умовних варіант: 
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1
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 Дисперсія вихідних варіант дорівнює дисперсії умовних варіант: .22
ux SS   
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 Приклад 3 Знайти виправлену вибіркову дисперсію за даним розподілом 

вибірки: 

ix  0,01 0,05 0,09 

in  2 3 5 

Розв’язання. Для того, щоб уникнути дій з десятковими дробами, 

перейдемо до умовних варіант .100 ii xu   Одержуємо розподіл умовних 

варіант: 

iu  1 5 9 

in  2 3 5 

Знайдемо виправлену вибіркову дисперсію умовних варіант: 
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 Обчилюємо виправлену дисперсію вихідних варіант: 

.0011,0
10000

84,10

1002

2
2  u
x

S
S  

Приклад 4 За підсумками п’яти вимірювань довжини стержня пристроєм 

(без систематичних помилок) одержано наступні результати (мм): 92, 94, 103, 

105, 106. Знайти : а) вибіркову середню довжини стержня, б) вибіркову та 

виправлену дисперсії помилок пристрою.  

Розв'язання.  Знайдемо вибіркову середню: 

.100892
5

14131120
92 


 вв uCx  

Обчислюємо вибіркову дисперсію: 

 

.34))100106(

)100105()100103()10094()10092((
5

11

2

1

22222



 


k
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 Знайдемо виправлену дисперсію .5,4234
4

5

1

2 


 вD
n

n
S  

Приклад 5 Розподіл границі міцності зразків зварного шву 

представлений інтервальним варіаційним рядом:  

 

1 ii xx  28-30 30-32 32-34 34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 

in  8 15 15 12 15 20 10 5 

Знайти вибіркову середню границі міцності зразків та виправлену 

вибіркову дисперсію помилок пристрою. 

Розв'язання. Від інтервального розподілу переходимо до дискретного, в 

якості варіант обираємо середні значення інтервалів, а частоти зберігаємо. Тоді 

розподіл вибірки має вигляд: 
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ix  29 31 33 35 37 39 41 43 

in  8 15 15 12 15 20 10 5 

Знайдемо вибіркову середню границі міцності: 
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 Обчислюємо вибіркову дисперсію: 
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 Знаходимо виправлену вибіркову дисперсію: 

.12,1696,15
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100
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Приклад 6 Знайти надійний інтервал для оцінки з надійністю 0,95 

невідомого математичного сподівання а нормально розподіленої ознаки Х  

генеральної сукупності, якщо задано генеральне середнє квадратичне 

відхилення  =5, вибіркова середня вx =14 та об’єм вибірки .25n  

Розв'язання. Для знаходження надійного інтервала використовуємо 

формулу: 

.
n

txa
n

tx вв


  

При  =0,95 із рівняння 95,0)(2  t знаходимо .475,0)(  t  Із додатка Б 

одержуємо .96,1t  Визначаємо границі надійного інтервала: 

;04,1296,114
25

5
96,114 

n
txв


 

.96,1596,114
25

5
96,114 

n
txв


 

Остаточно знаходимо надійний інтервал: .96,1504,12  a  

Приклад 7 Знайти максимальний об’єм вибірки, при якому з надійністю 

0,975 точність оцінки математичного сподівання а генеральної сукупності за 

вибірковою середньою  =0,3, якщо відомо середнє квадратичне відхилення 

 =1,2 нормально розподіленої генеральної сукупності. 

 Розв'язання. Використовуємо формулу, що визначає точність оцінки 

математичного сподівання генеральної сукупності за вибірковою середньою  

,
n

t


   звідки одержуємо: .
2

22



t
n   
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За умовою задачі  =0,975, тоді 975,0)(2  t або .4875,0)(  t  Із додатка 

Б одержуємо .24,2t   

Невідомий мінімальний об’єм вибірки: .81
3,0

2,124,2
2

22

2

22







t
n  

Приклад 8 За вибіркою об’ємом 17n  знайдено вx = 20,2 та 0,47. 

Обчислити з надійністю  =0,95 надійний інтервал для математичного 

сподівання а. 

 Розв'язання. Використовуючи додаток Г та враховуючи, що  =0,95 і 

17n , знаходимо .12,2t  

Визначаємо границі надійного інтервала: 

 ;84,19
117

47,0
12,22,20

1








n

D
tx в

в   

.56,20
117

47,0
12,22,20

1








n

D
tx в

в   

Отже, з надійністю  =0,95 математичне сподівання а влучається в 

інтервал: .56,2084,19  a  

Приклад 9 За даними вибірки: 

ix  1 3 5 6 

in  4 8 8 5 

із нормально розподіленої генеральної сукупності оцінити з надійністю 

 =0,98 невідоме математичне сподівання а за допомогою надійного інтервала. 

 Розв'язання. Обчислюємо: 

вибіркову середню  

;92,3)65583814(
25

11

1

 


k

i
iiв xn

n
x  

вибіркову дисперсію 

 

;87,2))92,36(5

)92,35(8)92,33(8)92,31(4(
25

11

2

1

2222



 


k

i
вiiв xxn

n
D

 

 виправлене середнє квадратичне відхилення 

.73,187,2
24

25

1



 вD

n

n
S  

Використовуючи додаток Г та враховуючи, що  =0,98 і 25n , 

знаходимо .61,2t  

Визначаємо границі надійного інтервала: 

 ;02,3
25

73,1
61,292,3 

n

S
txв   
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.82,4
25

73,1
61,292,3 

n

S
txв   

Таким чином, невідомий надійний інтервал для математичного 

сподівання: .82,402,3  a  

Приклад 10 За даними вибірки об’ємом 50n  із генеральної сукупності 

нормально розподіленої ознаки знайдено виправлене середнє квадратичне 

відхилення .14S  Знайти надійний інтервал, що покриває генеральне середнє 

квадратичне відхилення   з надійністю  =0,999. 

 Розв'язання. Знаходимо за таблицею 
.43,0)50;999,0(),(  qnqq   

Оскільки ,1q  то надійний інтервал визначаємо за формулою: 

),1()1( qSqS    

),43,01(14)43,01(14    

.02,2098,7   

Приклад 11 За даними вибірки об’ємом 16n  знайдено виправлене 

середнє квадратичне відхилення 1S  нормально розподіленої ознаки. Знайти 

надійний інтервал, що покриває з надійністю  =0,95 генеральне середнє 

квадратичне відхилення. 

 Розв'язання. Знаходимо за таблицею 
.44,0)16;95,0(),(  qnqq   

 Попередньо визначаємо надійний інтервал за формулою: 
),1()1( qSqS    

),44,01(1)44,01(1    

.44,156,0   

Оскільки ,3016 n  то для уточнення надійного інтервала необхідно 

скористатися формулою: 

2
1

2

2
2 




вв nDnD
  

або 

.
)1()1(

2
1

2
2

2
2

2






SnSn 



 

Із таблиці розподілу «хі-квадрат» при ,151161  nk  

025,0
2

95,01

2

1









 і 975,01  знаходимо 26,6),1(22

1  k  і 

.5,27),(22
2  k  

У результаті одержуємо надійний інтервал: 

26,6

115

5,27

115 2 



  

або  

;396,2545,0 2   
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.55,174,0   

 

Домашнє завдання 

Теорія Елементи теорії кореляції. Поняття регресії. Коефіцієнт кореляції. 

Знаходження параметрів вибіркового рівняння прямої лінії регресії.  9 , с. 71 –

82. 

Вправи 

1 За вибіркою об’єму 41n знайдена зміщена оцінка 3вD  генеральної 

дисперсії. Знайти незміщену оцінку дисперсії генеральної сукупності. 

Відповідь: .075,32 S  

 2 За підсумком чотирьох вимірювань деякої фізичної величини одним 

пристроєм (без систематичних помилок) одержано наступні результати: 

8,9,11,12. Знайти: 

а)  вибіркову середню результатів вимірювань, 

б) вибіркову та виправлену дисперсії помилок пристрою. 

Відповідь:  

а) вx =10, 

б) .
3

10
;5,2 2  SDв  

3 Знайти виправлену вибіркову дисперсії за даним розподілом вибірки 

об’єму :20n  

 

ix  0,1 0,5 0,7 0,9 

in  6 12 1 1 

Відповідь: .0525,02 S  

4 Знайти надійний інтервал для оцінки з надійністю 0,99 невідомого 

математичного сподівання а нормально розподіленої ознаки X генеральної 

сукупності, якщо задано генеральне середнє квадратичне відхилення 

,4 вибіркова середня вx = 10,2 та об’єм вибірки .16n  

Відповідь: .77,1263,7  a  

5 Знайти мінімальний об’єм вибірки, при якому з надійність 0,925 

точність оцінки математичного сподівання нормально розподіленої генеральної 

сукупності за вибірковою середньою дорівнює 0,2, якщо відомо середнє 

квадратичне відхилення генеральної сукупності .5,1  

Відповідь: .179n  

6 Із генеральної сукупності зроблена вибірка об’єму :10n   

ix  -2 1 2 3 4 5 

in  2 1 2 2 2 1 

Оцінити з надійністю 0,95 математичне сподівання а нормально 

розподіленої ознаки генеральної сукупності за вибірковою середньою за 

допомогою надійного інтервала. 
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Відповідь:  .7,33,0  a  

7 За даними 16 незалежних рівно точкових вимірювань деякої фізичної 

величини знайдено середнє арифметичне результатів вимірювань вx =42,8 та 

виправлене середнє квадратичне відхилення .8S  Оцінити справжнє значення 

величини з надійністю 0,999. 

Відповідь:  .94,5066,34  a  

8 Зроблено 12 вимірювань одним пристроєм (без систематичних 

помилок) деякої фізичної величини. Виправлене середнє квадратичне 

відхилення випадкових помилок .6,0S Знайти точність прибору (середнє 

квадратичне відхилення випадкових помилок вимірювання) з надійністю 0,99. 

ix  2 5 7 8 

in  1 3 2 4 

Відповідь: .14,106,0   

9 Вимірювання твердості (в умовних одиницях) 16 зразків легованої сталі 

дало наступні результати: 13,1; 12,8; 11,9; 12,4; 13,5; 13,7; 12,0; 13,8; 10,6; 12,4; 

13,5; 11,7; 13,9; 11,5; 12,5; 11,9. У припущенні, що вибірка вимірювань 

одержана із нормально розподіленої сукупності, знайти надійний інтервал для 

дисперсії при надійній імовірності 0,95. 

Відповідь: .48,171,0   

 

Питання для самоперевірки 

 1 Що називається точковою статистичною оцінкою? 

 2 Що таке незміщена точкова статистична оцінка? 

 3 Що таке зміщена точкова статистична оцінка? 

 4 Що називають ефективною точковою статистичною оцінкою? 

 5 Що називають ґрунтовною точковою статистичною оцінкою? 

 6 У чому сутність методу аналогій? 

 7 У чому сутність методу найменших квадратів? 

 8 У чому сутність методу максимальної правдоподібності? 

9 Що є точковою незміщеною статистичною оцінкою для ГX ? 

10 Що означає точкова незміщена статистична оцінка для ГD ? 

11 Що називається виправленою дисперсією, виправленим середнім 

квадратичним відхиленням? 

12 Як обчислюється  BM x ,  BM D ,  2

BM S ? 

13 Визначення інтервальної статистичної оцінки для параметрів 

генеральної сукупності. 

14 Що називають точністю і надійністю оцінки? 

15  Що називають надійним інтервалом? 

16 Як побудувати надійний інтервал із заданою надійністю γ при 

відомому значенні Г ? 

17 Як побудувати довірчий надійний інтервал для ГX  із заданою 

надійністю γ при невідомому значенні Г ? 
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ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ 8 

Елементи теорії кореляції. Поняття регресії. Коефіцієнт кореляції.  

Знаходження параметрів вибіркового рівняння прямої лінії регресії. 

 

Розв’язання прикладів   

Приклад 1 В результаті дослідження групи однотипних підприємств 

одержано дані про залежність собівартості продукції Y  від об’єму основних 

фондів X : 

 

X  8,1 12,3 17,6 21,5 27,4 

Y  3,4 2,6 1,8 1,5 1,2 

 

Знайти емпіричне лінійне рівняння регресії Y  на X . 

Розв'язання. Обчислюємо емпіричні оцінка відповідних параметрів 

рівняння регресії за наведеними не згрупованими даними: 

  ;38,174,275,216,173,121,8
5

11

1

 


n

i
ix

n
x  

  ;10,22,15,18,16,24,3
5

11

1

 


n

i
iy

n
y  

  ;90,3474,275,216,173,121,8
5

11 22222

1

22  


n

i
ix

n
x  

  ;05,52,15,18,16,24,3
5

11 22222

1

22  


n

i
iy

n
y  

;77,638,1790,347)( 222  xxx  

;80,01,205,5)( 222  yyy  

  .27,312,14,275,15,218,16,176,23,124,31,8
5

11

1

 


n

i
ii yx

n
xy  

Знайдемо емпіричний коефіцієнт кореляції: 

.96,0
8,077,6

1,238,1727,31










yx
в

yxxy
r


 

Запишемо емпіричне рівняння лінійної регресії: 

)38,17(
77,6

8,0
96,01,2  xy  

або 
.07,411,0  xy  

 

 

 



 68 

Приклад 2 Знайти вибірковий коефіцієнт кореляції та записати рівняння 

регресії, використовуючи розподіл: 

 

               X 

Y 

30 40 50 yn  

15 1 5 4 10 

20  7 3 10 

25 3 8 1 12 

xn  4 20 8 32n  

 

Розв'язання.  Обчислення істотно спростяться, якщо здійснити перехід 

до умовних варіант: 

.;
2

2

1

1

h

Cy
v

h

Cx
u





  

 У якості 1C  і 2C  зручно обрати: 20,40 21  CC , крок 1h дорівнює різниці 

між двома сусідніми варіантами x , тобто ,101 h  крок 2h дорівнює різниці між 

двома сусідніми варіантами y , тобто .52 h  

 Розподіл умовних варіант u  і vпредставляємо в розширеній кореляційній 

таблиці, де виконуємо обчислення деяких характеристик даного розподілу: 

         u  

v  

-1 0 1 vn  vnv   2vnv    
u

uv vun  

-1 1 5 4 10 -10 10 -3 

0  7 3 10 0 0 0 

1 3 8 1 12 12 12 -2 

un  4 20 8 32n  2 vnv

 
222  vnv

 

5 vunuv
 

unu   -4 0 8 4 unu     

2unu   4 0 8 122  unu
    

 
v

uv vun  -2 0 -3 5 vunuv

 

   

 

 Із даних таблиці одержуємо: 

;0625,0
32

21
;125,0

32

41
  vn

n
vun

n
u vu  

;25,00625,0125,032  vun  

    ;3594,0125,0
32

121 2222   uun
n

uu  

    ;6836,00625,0
32

221 2222   vvn
n

vv  

.8268,0;5995,0  vu   
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 Обчислюємо вибірковий коефіцієнт кореляції: 

.331,0
8613,15

25,05









vu

uv
в

n

vunvun
r


 

 Знаходимо характеристики вихідних варіант: 

;25,414010125,011  Chux  

;312,202050625,022  Chvy  

;995,5105995,01  hux   ;134,458268,02  hvy   

;28,0
995,5

134,4
331,0 

x

y
вr



 .480,0

134,4

995,5
331,0 

y

x
вr



 

 Лінійні рівняння регресії записуються в вигляді: 

)25,41(228,0312,20  xyx    (регресія Y на X ) 

)312,20(480,025,41  yxy    (регресія X на Y) 

 

Домашнє завдання 

Вправи 

1 Границя міцності сталі при вигоні Y (Н/мм
2
 ) оцінюється на основі іншої 

її характеристики – границі пружності X (Н/мм
2
 ). За данними для 12 марок 

сталі обчислити коефіцієнт кореляції між цими характеристиками та знайти 

рівняння лінійної регресії Y на X  та X  на Y : 

X  51 67 84 81 101 109 71 97 109 51 105 89 

Y  25 30 43 44 57 58 43 46 62 45 55 45 

Відповідь:   0,837;вr 96,844,0  xy  і .96,106,1  yx  

2 За даним розподілом  

               X 

Y 

0,2 0,5 1 1,2 yn  

1 4 6 1  11 

3 1 2 4 1 8 

4  1 3 4 8 

xn  5 9 8 5 27n  

знайти коефіцієнт кореляції та записати рівняння регресії.   

Відповідь:  0,699;вr );72,0(47,248,2  xyx  ).48,2(20,72,0  yxy  

Питання для самоперевірки 

1 Яка залежність називається статистичною? 

 2 Що називається умовною середньою? 

 3 Яка залежність називається кореляційною? 

 4 Рівняння регресії, функція регресії, лінія регресії. 

 5 Сформулюйте дві задачі теорії кореляції. 

 6 Знаходження параметрів вибіркового рівняння прямої лінії регресії за не 

згрупованими даними. 

 7 Вибірковий коефіцієнт кореляції, його властивості. 
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ДОДАТОК А 

 Таблиця значень функції Гауса .
2

1
)( 2

2x

ex





  

 

x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,399 399 399 399 399 398 398 398 398 397 

0,1 397 397 396 396 395 395 394 393 393 392 

0,2 391 390 389 389 388 387 386 385 384 383 

0,3 381 380 379 378 377 375 374 373 371 370 

0,4 368 367 365 364 362 361 359 357 356 354 

0,5 352 350 349 347 345 343 341 339 337 335 

0,6 333 331 329 327 325 323 321 319 317 314 

0,7 312 310 308 306 303 301 299 297 294 292 

0,8 290 287 285 283 280 278 276 273 271 269 

0,9 266 264 261 259 257 254 252 249 247 244 

1,0 242 240 237 235 232 230 228 225 223 220 

1,1 218 216 213 211 208 206 204 201 199 197 

1,2 194 192 190 187 185 183 180 178 176 174 

1,4 150 148 146 144 142 140 137 135 133 132 

1,6 111 109 107 106 104 102 101 099 097 096 

1,8 079 078 076 075 073 072 071 069 068 067 

1,9 066 064 063 062 061 059 058 057 056 055 

2,0 054 053 052 051 050 049 048 047 046 045 

2,1 044 043 042 041 040 040 039 038 037 036 

2,2 036 035 034 033 033 032 031 030 030 029 

2,4 022 022 021 021 020 020 019 019 018 018 

2,6 014 013 013 013 012 012 012 011 011 011 

2,8 008 008 008 007 007 007 007 007 006 006 

2,9 006 006 006 006 005 005 005 005 005 005 

3,0 004 004 004 004 004 004 004 004 004 003 

3,1 003 003 003 003 003 003 003 003 003 003 

3,2 002 002 002 002 002 002 002 002 002 002 

3,3 002 002 002 002 002 002 001 001 001 001 

3,4 001 001 001 001 001 001 001 001 001 001 

3,5 001 001 001 001 001 001 001 001 001 001 

3,6 001 001 001 001 001 001 001 001 001 000 
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  ДОДАТОК    Б 
 

Значення функції Лапласа 

  



x t

dtx e
0

 2
 2

π2

1
Φ . 

 

x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

0.0 0.00000     

0.05 0.01994 1.05 0.35314 2.05 0.47982 

0.10 0.03983 1.10 0.36433 2.10 0.48214 

0.15 0.05962 1.15 0.37493 2.15 0.48422 

0.20 0.07926 1.20 0.38493 2.20 0.48610 

0.25 0.09871 1.25 0.39435 2.25 0.48778 

0.30 0.11791 1.30 0.40320 2.30 0.48928 

0.35 0.13683 1.35 0.41149 2.35 0.49061 

0.40 0.15542 1.40 0.41924 2.40 0.49180 

0.45 0.17364 1.45 0.42647 2.45 0.49286 

0.50 0.19146 1.50 0.43319 2.50 0.49379 

0.55 0.20884 1.55 0.43943 2.55 0.49461 

0.60 0.22575 1.60 0.44520 2.60 0.49534 

0.65 0.24215 1.65 0.45053 2.65 0.49598 

0.70 0.25804 1.70 0.45543 2.70 0.49653 

0.75 0.27337 1.75 0.45994 2.75 0.49702 

0.80 0.28814 1.80 0.46407 2.80 0.49744 

0.85 0.30234 1.85 0.46784 2.85 0.49781 

0.90 0.31594 1.90 0.47128 2.90 0.49813 

0.95 0.32894 1.95 0.47441 2.95 0.49841 

1.00 0.34134 2.00 0.47725 3.00 0.49865 

3.1 0.49903 3.2 0.49931 3.3 0.49952 

3.4 0.49966 3.5 0.49977 3.6 0.49984 

3.7 0.49989 3.8 0.49993 3.9 0.49995 

4.0 0.499968 4.5 0.499997 5.0 0.49999997 
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ДОДАТОК В 

 Критичні точки розподілення Стьюдента ( t розподіл) 
Число 

ступенів 

свободи, k  

Рівень значущості,    

0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 

1 3,08 6,31 12,7 31,82 63,66 127,32 636,62 

2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,93 14,09 31,60 

3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 12,94 

4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 8,61 

5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 4,77 6,86 

6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,96 

7 1,42 1,90 2,36 3,00 3,50 4,03 5,41 

8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 5,04 

9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,78 

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,59 

11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,44 

12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05 3,43 4,32 

13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 4,22 

14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 4,14 

15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 4,07 

16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 4,02 

17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,97 

18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,92 

19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,88 

20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85 3,15 3,85 

21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,82 

22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,79 

23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,77 

24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80 3,09 3,75 

25 1,32 1,71 2,96 2,48 2,79 3,08 3,73 

26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,71 

27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,69 

28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,67 

29 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76 3,04 3,66 

30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,65 

40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,55 

60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,46 

120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,37 

  1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,29 
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ДОДАТОК Г 

 Таблиця значень ).,( kt    

 

k  

  

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,999 

1 0,158 0,326 0,510 0,727 1,00 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,82 63,65 63,66 

2 0,142 0,289 0,445 0,617 0,816 1,061 1,336 2,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,60 

3 0,137 0,277 0,424 0,584 0,765 0,978 1,250 2,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,94 

4 0,134 0,271 0,414 0,569 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,694 8,610 

5 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,363 4,032 6,859 

6 0,131 0,265 0,404 0,553 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959 

7 0,130 0,263 0,401 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405 

8 0,130 0,262 0,399 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041 

9 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781 

10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587 

11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0,876 1,086 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,487 

12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0,873 1,083 1,356 1,728 2,179 2,681 3,055 4,318 

13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221 

14 0,128 0,258 0,393 0,537 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140 

15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073 

16 0,128 0,258 0,392 0,535 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015 

17 0,128 0,257 0,392 0,534 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965 

18 0,127 0,257 0,392 0,534 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,103 2,552 2,872 3,922 

19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883 

20 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850 

21 0,127 0,257 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819 

22 0,127 0,256 0,390 0,532 0,686 0,859 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792 

23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767 

24 0,127 0,256 0,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745 

25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,857 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725 

26 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707 

27 0,127 0,256 0,389 0,531 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,690 

28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0.855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674 

29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,659 

30 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646 
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